
1Préliminaires

• Balázs Kégl (prononcé “Bolage”)

• balazs.kegl@gmail.com

• Arrêtez-moi si qqchose n’est pas clair!

• Posez des questions!



2Résumé

• Introduction

• Exemple : OCR – MNIST

• Une solution : AdaBoost

• Extraction des traits : filtres de Haar



3Algorithmes “classiques” vs. d’apprentissage

• Approche classique

• description formelle des contraintes de l’entrée
et de la sortie souhaitée

• compréhension du problème computationnel

• design d’une solution algorithmique basée sur ces connaissances

• Problèmes

• Connaissances incomplètes

• Algorithme trop coûteux



4Algorithmes “classiques” vs. d’apprentissage

• Approche d’apprentissage

• données (exemples) de forme (entrée,sortie)

• compréhension partielle du problème : connaissances a-priori

• apprendre : chercher dans un ensemble de fonctions



5Catégories d’apprentissage automatique

• Classification

• classifier le nouvel exemple

• Régression

• faire une prédiction à partir du nouvel exemple

• Estimation de densité

• dire si le nouvel exemple ressemble aux exemples déjà vus

• (Modèles graphiques)



6Exemple de classification

• OCR = Optical character recognition

• entrée : images de caractères (chiffres) manuscrites

• sortie : l’étiquette ou classe

• but : design d’une fonction de classification :

f : {image}→ {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}

observation vector

’a’

class label



7Exemple de classification

•MNIST (yann.lecun.com/exdb/mnist/)

puted, a local minimum of E G can be obtained by any
gradient-based optimization method.

3 Experimental Results
The principal graph algorithm was tested on isolated

hand-written digits from the NIST Special Database 19 [2].
To set the parameters and to tune the algorithm, we chose
100 characters per digit randomly. Figures 6 displays five
templates for each digit. These examples were chosen so
that they roughly represent the 100 characters both in terms
of the variety of the input data and in terms of the success
rate of the algorithm. The results indicate that the principal
graph algorithm finds a smooth medial axis of the great ma-
jority of the characters and substantially improves the pix-
elwise skeleton obtained by traditional thinning methods.
The principal graph algorithm was also tested on images of
continuous handwriting (Table 2). We found that the skele-
ton graph can be used to represent hand-written text without
substantially decrease the subjective quality of the text.

Figure 6. Initial (odd rows) and final (even rows) skeleton
graphs of isolated numerals.

4 Discussion
There are several other methods [7, 1, 8] that approach

skeletonization as a graph-fitting process. Although, simi-
larly to the principal graph algorithm, these methods also
use a piecewise linear approximation of the skeleton of
the character, their models substantially differ from our ap-
proach in that smoothness of the skeleton is not a primary
issue in these works. Although the self-organizing map al-
gorithm (used by [1, 8]) and the fuzzy ISODATA algorithm

(used by [7]) implicitly ensure smoothness of the skeleton
to a certain extent, they lack a clear and intuitive formula-
tion of the two competing criteria, smoothness of the skele-
ton and closeness of the fit, which is explicitly given by the
objective function (1) in our method. In this sense our al-
gorithm complements these methods rather then competes
with them. For example, the method of [8] could be used as
an alternative initialization step for the principal graph algo-
rithm if the input is too noisy for our thinning-based initial-
ization step. One could also use the restructuring operations
described in [1] combined with the fitting-and-smoothing
step of the principal graph algorithm in a “bottom-up” ap-
proach of building the skeleton graph. The possible combi-
nations of the principal graph algorithm and these methods
are issues for future work.

Original image Skeleton graph

Table 2. Test results with continuous handwriting.

References

[1] A. Datta and S. K. Parui. Skeletons from dot patterns: A neu-
ral network approach. Pattern Recognition Letters, 18:335–
342, 1997.

[2] P. Grother. NIST Special Database 19. National Institute
of Standards and Technology, Advanced Systems Division,
1995.

[3] T. Hastie. Principal curves and surfaces. PhD thesis, Stanford
University, 1984.

[4] T. Hastie and W. Stuetzle. Principal curves. Journal of the
American Statistical Association, 84:502–516, 1989.
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8Exemple de classification

•MNIST (yann.lecun.com/exdb/mnist/)

• extrait de la base de données NIST

• images grayscale, 28×28

• 60000 entraı̂nement, 10000 test



9Le modèle d’apprentissage supervisé

observation vector

’a’

class label

• vecteur d’observation: x ∈ Rd

• étiquette de classe: y ∈ {−1,1} (ou y ∈ {1, . . . ,K})

• classifieur: g : Rd→{−1,1}



10Le modèle d’apprentissage supervisé

−1

g

f

1

• Fonction discriminante: f : Rd→ [−1,1]

• −→ fonction de classification

g(x) =

{
1, if f (x)≥ 0,

−1, if f (x) < 0

• frontière de décision: {x : f (x) = 0}



11Le modèle d’apprentissage supervisé

,’b’(    )
,’a’(    )

,’a’(    )
,’b’(    )

f

teacher
(nature)

• Apprentissage par l’expérience, avec un superviseur

• échantillon d’entraı̂nement: Dn =
{
(x1,y1), . . . ,(xn,yn)

}
• ensemble des fonctions: F

• algorithme d’apprentissage: ALGO :
(
Rd×{−1,1}

)n→ F

ALGO(Dn) 7→ f

• but: petite erreur de généralisation P
[
g(X) 6= Y

]
= P

[
f (X)Y ≤ 0

]
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15Classification

• Terminology

• Conditional densities: p(x|Y = 1), p(x|Y =−1)

• Prior probabilities: p(Y = 1), p(Y =−1)

• Posterior probabilities: p(Y = 1|x), p(Y =−1|x)

• Bayes theorem:

p(Y = 1|x) =
p(x|Y = 1)p(Y = 1)

p(x)
∼ p(x|Y = 1)p(Y = 1)

• Decision:

g(x) =

{
1 if p(x|Y=1)p(Y=1)

p(x|Y=−1)p(Y=−1) > 1,

−1 otherwise.
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2-D Parzen fit for class 1, h = 0.12
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2-D Parzen fit for class 2, h = 0.12
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Discriminant function with Parzen fits, h = 0.12
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2-D Parzen fit for class 1, h = 3
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31Non-parametric fitting

• Capacity control, regularization

• trade-off between approximation error and estimation error

• complexity grows with data size

• no need to correctly guess the function class



32Histoire

• Algorithmes

• 1958 : Perceptron [Rosenblatt, ’58] – [Minsky–Papert ’69]

• 1986 : Réseaux de neurones et l’algorithme de rétro-propagation
[Rumelhart–Hinton–Williams, ’86]

• 1995: Machines à vecteurs de support [Boser–Guyon–Vapnik, ’92],
[Cortes–Vapnik, ’95]

• 1997: boosting, AdaBoost [Freund, ’95], [Freund–Schapire, ’97]



33Méthodes

• Classification linéaire

• Perceptron

• Machine à vecteurs de support (SVM) linéaire

• Classification non-linéaire

• Perceptron multi-couche (réseaux de neurones)

• Plus proche voisin

• Arbres de décision

• SVM

• Boosting



34Le plus proche voisin

• Le plus proche voisin:

f (x) = yix

ou
ix = argmin

i:1,...,n
d(x,xi)

• très simple

• problèmes algorithmiques et statistiques



35Arbres de décision

Color?

Size? Size?Shape?

round

Size?

yellow
redgreen

thin mediumsmall smallbig

Grapefruit

big small

Watermelon Banana AppleApple

Lemon

Grape Taste?

sweet sour

Cherry Grape

m
edium

level 0

level 1

level 2

level 3

root



36Le perceptron

• Fonctions discriminantes linéaires : f (x)=
d

∑
i=0

w(i) ·x(i) = 〈w,x〉

g(  )x

f(  )x

w (2)

Σ

x(1) x x(d)(2)(0)x   =1

w

w (1)

w
(0) (d)

...

...



37Fonctions discriminantes linéaires généralisées

•Modèle :

f (x) =
N

∑
j=1

α
( j)h( j)(x)

• h( j) : Rd→ [−1,1]

• classifieurs/fonctions discriminantes simples, traits, experts

• α( j) ∈ R+

• poids de l’expert h( j) dans le vote final



38Le perceptron multi-couche

•Modèle : f (x) =
N

∑
j=1

α
( j)

σ(〈w j,x〉)

Σ

Σ
xh (  )(1)

(1)α
(t)α (T)α

f(  )x

Σ

x(1) x x(d)(2)(0)x   =1 ...

Σ
w wTjw1

......

h (  )x h (  )x(t) (T)



39La machine à vecteur de support

•Modèle :
f (x) = ∑

j∈Isv

α
( j)y jK(x j,x)

• Isv ⊂ {1, . . . ,n} est l’ensemble de vecteurs de support

• K(·, ·) est une fonction de similarité (noyau)

• But : une frontière équidistante des classes

• “plus proche voisin sophistiqué”



40La machine à vecteur de support

•Modèle :
f (x) = ∑

j∈Isv

α
( j)y jK(x j,x)

• Noyaux :

• K(x,x′) = 〈x,x′〉 −→ f (x) est linéaire

• K(x,x′) =
(
1+ 〈x,x′〉

)d −→ f (x) est un polynôme de degré d

• K(x,x′) = exp
(
− γ‖x−x′‖2

)
−→ f (x) est un mélange de gaussiens



41AdaBoost

•Modèle :

f (x) =
N

∑
j=1

α
( j)h( j)(x)

• aucune restriction sur la forme de h( j)(x)

• souvent des “decision stumps” :

h`,θ(x) =

{
+1 si x(`) ≥ θ,

−1 sinon

où x =
(
x(1), . . . ,x(d)

)



42AdaBoost

• L’intuition de l’algorithme

• ajouter un expert (stump) à la fois

• ajouter le meilleur sur les points d’entraı̂nement mal-classifiés par des
experts précédents

• mettre le poids de l’expert choisi proportionnel à son erreur

• à la fin, retourner le vote pondéré



43AdaBoost

• Pondération sur les points d’entraı̂nement w1, . . . ,wn

• pondération normalisée :
n

∑
i=1

wi = 1

• initialisée uniformément : w = (1/n, . . . ,1/n)

• si xi est mal-classifié par h( j), augmenter wi

• sinon, diminuer wi

• au fur et à mesure les points “difficiles” obtiennent des poids élevés



44AdaBoost

• Choix d’expert

• experts binaires : h( j) : X →{−1,1}

• erreur pondérée

ε = ε(h) =
n

∑
i=1

wiI{h(xi) 6= yi}

• choisir l’expert qui minimise l’erreur pondérée

h(t) = argmin
h

ε(h)



45AdaBoost

• Choix d’expert

• mettre son poids à

α
(t) =

1
2

ln
1− ε

ε

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

ΕHtL

Α
HtL



46AdaBoost

• Re-pondération des points

• si h(xi) 6= yi alors wi← wi
1
2ε

• si h(xi) = yi alors wi← wi
1

2(1− ε)



47AdaBoost
ADABOOST(Dn,BASE(Dn,w),T )

1 w(1)← (1/n, . . . ,1/n) . poids initiaux

2 pour t← 1 à T

3 h(t)← BASE(Dn,w) . choix d’expert

4 ε(t)← ∑h(t)(xi)6=yi
wi . erreur pondérée

5 α(t)← 1
2 ln

(
1−ε(t)

ε(t)

)
. poids de h(t)

6 pour i← 1 à n . re-pondération des points

7 si h(t)(xi) 6= yi alors

8 w(t+1)
i ← w(t)

i
2ε(t)

9 sinon

10 w(t+1)
i ← w(t)

i
2(1−ε(t))

11 retourner f (T )(·) = ∑
T
t=1 α(t)h(t)(·)



48AdaBoost

• Données:
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49AdaBoost
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50AdaBoost

•Marges:
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51AdaBoost

• Convergence

• soit ε≤ 1
2−δ dans toutes les itérations : h est un peu meilleur qu’une

décision aléatoire

• l’erreur d’entraı̂nement

R̂( f ) =
1
n

n

∑
i=1

I{ f (xi)yi < 0}

est 0 après
⌈

lnn
2δ2

⌉
+1 itérations



52AdaBoost

• Convergence
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53AdaBoost

• Justification des formules :

• minimiser un coût exponentiel sur la marge γ = f (x)y

• descente de gradient dans l’espace fonctionnel des experts

-2 -1 1 2
Γ

0.5

1

1.5

2

2.5

I8Γ<0<

ã
-Γ



54AdaBoost

• Extension 1 : experts ternaires : h( j) : X →{−1,0,1}

• experts peuvent s’abstenir

• experts locaux

• experts spécialistes

• Extension 2 : experts avec confiances : h( j) : X → [−1,1]

• signe(h( j)(x)) est la classification de x par l’expert

• |h( j)(x)| est la confiance de l’expert



55Multi-classe

• Approches générales

• one-against-all

• one-against-one

• Fonction discriminante de multi-classe: f : x→ RK

• notation : f(x) = ( f1(x), . . . , fK(x))

• Classifieur de multi-classe:

g(x) = argmax
`∈{1,...,K}

f`(x)



56Multi-classe

• Experts binaires de multi-classe : h : x→{−1,1}K

• Convertir un expert binaire φ à multi-classe:

h(x) = v ·φ(x)

• v ∈ {−1,1}K est le vecteur de votes

• Étiquettes de multi-classe : y = {−1, . . . ,−1,1,−1, . . . ,−1}

y` =

{
1 si ` est la vraie classe `(x),
−1 sinon



57Multi-classe

• Erreurs de multi-classe :

R̂(f) =
1
n

n

∑
i=1

I
{
`(xi) 6= ̂̀(xi)

}
R̂
(
f,w(1)) =

n

∑
i=1

K

∑
`=1

w(1)
i,` I{ f`(xi)y` < 0}

• par exemple

w(1)
i,` =

{
1
2n si ` est la vraie classe (si yi,` = 1),

1
2n(K−1) sinon (si yi,` =−1).



58Multi-classe

• AdaBoost

• pondération sur les points d’entraı̂nement et sur les classes :{
wi,`

}`=1,...,K
i=1,...n

• wi,` est initialisé à w(1)
i,`

• trouver le meilleur stump φ(x) et le meilleur vecteur de votes v reste
efficace (O(nK))
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60Meilleur experts

• Experts génériques plus puissants

• arbres

• produits

• Experts spécifiques aux applications

• filtres, extraction des traits
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65AdaBoost

• Avantages

• apprentissage extrêmement simple, pas de descente de gradient,
pas d’optimisation numérique compliquée

• rapide

• interprétation intuitive : vote pondéré des experts

• le choix du pool d’experts “capsule” les connaissances à priori

• aucune restriction sur la forme des experts

• extension naturelle à la classification multi-classe

• Désavantages

• pas très bon sur des étiquettes bruitées

• l’extension à la régression est un peu forcée


