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Contexte scientifique de |'expérience du Laser MegaJoule

Instabilité de Rayleigh-Taylor: expérience du M.I.T. dans les
années 1940.

Développement des structures en champignon (explosions
thermonucléaires).

Apparait dans le probléeme de I'implosion sous éclairement laser
(attaque directe ou indirecte) d'un microballon contenant du
deutérium-tritium.

Objectif: atteindre la densité critique a laquelle se déclenche la
réaction de fusion.
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Mise en oeuvre de |'expérience

Dimensionnement de |'expérience: connaitre |'amplification d'un
défaut de sphéricité diie aux instabilités dans les plasmas.
Formule physique (Takabe):

sur un trés faible nombre de mesures obtienty = /Agk — BkV,,
A: Atwood, V,: vitesse d'ablation, «y: taux de croissance de
I'instabilité, & nombre d'onde de la perturbation (mode
harmonique sphérique). = Preciser le modéle physique.
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Modele de base

On consideére les équations d'Euler incompressibles avec force de
gravité.
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Modele de base

On consideére les équations d'Euler incompressibles avec force de
gravité.
Le systeme s'écrit classiquement

Op + div(ptl) =0
O(ptl) + div(pi ® @) + Vp = pg
divii =0
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Modele de base

On consideére les équations d'Euler incompressibles avec force de
gravité.
Le systeme s'écrit classiquement

Op + div(ptl) =0
O(ptl) + div(pi ® @) + Vp = pg
divii =0

Une solution particuliere est

z

(po(2). 8. po(z) = / po()gd2’)

0
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Modele de base

On considere les équations d’Euler incompressibles avec force de

gravité.
Le systeme s'écrit classiquement

Op + div(ptl) =0
O (p0) + div(pt ® @) + Vp = pg

divii =0
Une solution particuliere est

(r0(2).Bopn(2) = [ " po()gd=')

0

Il s'agit d'étudier la stabilité linéaire de cette solution.
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Systeme linéarisé:

Op+ pp(z)w =0
po(2)0u + Ozp =0
po(2)0pv + 9yp = 0
po(2)0iw + 0,p = —gp
Opu~+ 0yv + 0w =0
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Systeme linéarisé:

8t/3 + pg(z)w =0
po(2)0u + Ozp = 0
po(2)0v + Oyp =0
po(2)0yw + 0.p = —gp
Opu~+ 0yv + 0w =0

Equation obtenue sur w:

05 (po(2)010:w) + po(2)0% A'w = —gp{(2)A'w.
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Cas modeles de Rayleigh

On considere w(z)e*1#+k2v+7  continue en z = 0.
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Cas modeles de Rayleigh
On considere (z)e*1#+#F2947% continue en z = 0.
Equation (de Rayleigh):

d dib gk

@(Po(z)a) — po(2)k*b = 2 (po(2))w.
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Cas modeles de Rayleigh
On considere (z)e*1#+#F2947% continue en z = 0.
Equation (de Rayleigh):

d dib gk

@(Po(z)a) — po(2)k*b = 2 (po(2))w.

a) Cas ol po(z) = p— + (p+ — p-)L:>0:
w(t,z,y,z) = e‘k|z|+ik1$+ik?y(A67t + Be )

P+ — P-

k= (k +k3)7,72 = —gk .
(ki 2)2,7 g,o++,o_
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Cas modeles de Rayleigh
On considere (z)e*1#+#F2947% continue en z = 0.
Equation (de Rayleigh):

d dib gk

@(Po(z)a) — po(2)k*b = 2 (po(2))w.

a) Cas ol po(z) = p— + (p+ — p-)L:>0:
w(t,z,y,z) = e‘k|z|+ik1$+ik2y(A67t + Be )
P+ — P-
P+t p-
Instabilité linéaire si g <O et py > p_oug>0et pi < p_.

k= (k) +H3)2,9" = —gk
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Cas modeles de Rayleigh
On considere (z)e*1#+#F2947% continue en z = 0.
Equation (de Rayleigh):

d dib gk

g(ﬂo(z)a) — po(2)k*b = 2 (po(2))w.

a) Cas ol po(z) = p— + (p+ — p-)Lz>0

w(t,x,y, Z) _ e—k|z|+ik19:+ik2y(Ae'7t + Be—'yt)

L P+ — P-
k= (k?+k3)2,~% = —ght—L—.
1 2% P +p_
Instabilité linéaire si g <O et py > p_oug>0et pi < p_.

b) Cas ol1 pg(2) = p_ sur z < 0, p_eB% pour 0 < z < Ly, p; pour
2> Ly, avec p_ePlo = p_:
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Cas modeles de Rayleigh
On considere (z)e*1#+#F2947% continue en z = 0.
Equation (de Rayleigh):

d dib gk

g(ﬂo(z)a) — po(2)k*b = 2 (po(2))w.

a) Cas ol po(z) = p— + (p+ — p-)Lz>0
w(t,x,y, Z) — e—k|z|+ik1$+ik2y(Ae'yt + Be—'yt)
k= (k2 + K3)7, 9% = —ghZE—L=

p++ -
Instabilité linéaire si g <O et py > p_oug>0et pi < p_.

b) Cas ol1 pg(2) = p_ sur z < 0, p_eB% pour 0 < z < Ly, p; pour
2> Ly, avec p_ePlo = p_:

W(z,t) = A_e?* 2z < 0,0 = Aype FE—Lo) o > Ly
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Cas modeles de Rayleigh

= Condition aux limites (C.L.):

w'(0) = kw(0), @' (Lo) = —kw(Lo).

Equation de Rayleigh a coefficients constants. Equation
caractéristique 72 + Br — (g—g +1)=0.
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Cas modeles de Rayleigh

= Condition aux limites (C.L.):

w'(0) = kw(0), w'(Log) = —kw(Ly).

Equation de Rayleigh a coefficients constants. Equation
caractéristique 72 + Br — (g—Q +1)=0.

i) Cas 32 > —4k?(1 + g—é): deux racines réelles. Solution:

2
w(z) = e_%(C’coshsz + Dsinh sz), 5% = % +k2(1+ g)
~

C.L. = systéme homogene sur (C, D).
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Cas modeles de Rayleigh

= Condition aux limites (C.L.):

w'(0) = kw(0), w'(Log) = —kw(Ly).

Equation de Rayleigh a coefficients constants. Equation
caractéristique 72 + Br — (g—Q +1)=0.

i) Cas 32 > —4k?(1 + g—é): deux racines réelles. Solution:

2
w(z) = e_%(Ccoshsz + Dsinh sz), 5% = % +k2(1+ g)
~

C.L. = systéme homogene sur (C, D).
Déterminant:

. Jé; Jé; k—i-g
ssinh sLo+ (k+5) cosh sLyg — (—k + 5)(cosh s Lo +

s

sinh sLy)
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Cas modeles de Rayleigh

—2ks

Existence d'une solution non nulle: tanhsly = ——.
24 2 _ B2
s§°+ ]
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Cas modeles de Rayleigh

—2ks

Existence d'une solution non nulle: tanhsly = ——.
24 2 _ B2
s§°+ ]

i) Cas 3% > —4k?(1 + g—é): deux racines complexes conjuguées.

Equation (on remplace s par iw, w? = —%2 — k(1 + g—g)):

2kw

tanwlLg = ———————
w? + %2 — k2
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Cas modeles de Rayleigh

—2ks

Existence d'une solution non nulle: tanhsly = ——.
24 2 _ B2
s§°+ ]

i) Cas 3% > —4k?(1 + g—é): deux racines complexes conjuguées.

Equation (on remplace s par iw, w? = —%2 — k(1 + g—g)):

2kw

tanwlLg = ———————
w? + %2 — k2

Cas i): aucune solution. Cas ii) une infinité de solutions, unique
H H ™ s ™ ™
solution w;, dans chaque intervalle |57- + (n — 1) -, o7 + nf-[.
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Cas de Cherfils-L.

Deuxieme exemple marrant (car faisant intervenir les fonctions

spéciales)
P+ — P—
=p_ + T L

) = p-+ 25+ Lo
Changement de variable dans I'équation de Rayleigh X = py(2),
0 = p(z) = F5rl=

d dw g0

—— (X—=)0? + (X — D )w =
ax N gt TR X = Ty =0
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Cas de Cherfils-L.

Deuxieme exemple marrant (car faisant intervenir les fonctions

spéciales)
P+ — P—
=p_ + T L

) = p-+ 25+ Lo
Changement de variable dans I'équation de Rayleigh X = py(2),
0 = p(z) = F5rl=

d dw g0

——  (X—)0?+ (X - D)w =
ax N gt TR X = Ty =0
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Cas de Cherfils-L.

Deuxieme exemple marrant (car faisant intervenir les fonctions
spéciales)

P+ — P- (
2Lg
Changement de variable dans I'équation de Rayleigh X = py(2),

+—p-.
0= py(z) = pQLé) :

pQ(Z) =p_+ zZ+ LO)

Avec w(X) = €—§Xf(2%x)' a=3(1- gk
tf'+(1=t)f' —af =0

Equation de Kummer (fonctions hypergéométriques confluentes).
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Cas de Cherfils-L.

Solutions f = AM(a,1,t) + BU(a, 1,t).
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Cas de Cherfils-L.

Solutions f = AM (a,1,t) + BU(a, 1,t).
Notant ¢+ = QkLo(% + 1), relation de dispersion (issue des
cL)

(M(a,1,t_) — M'(a,1,t-))U'(a,1,t4) =

M'(a,1,t0)(U(a,1t_) — U'(a,1,¢_))

Comportement des a
_mn?
~ 4kLg

[SIE

(1+A)z + (1 — A)2)>

"4 AT 4 (1 - Az T

—an




Outline Introduction et cas modéles Relation entre I'équation de Rayleigh et I'équation de Schrodinger Résultats de théorie spectr.

0000 e0
000 [e]
(e]e] 0000

Obtention de Schrodinger

Observation: dés Rayleigh et modéle exponentiel, taux de
croissance d'instabilité ou de stabilité quantifiés.
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Obtention de Schrodinger

Observation: dés Rayleigh et modéle exponentiel, taux de
croissance d'instabilité ou de stabilité quantifiés.
Pas pour le cas discontinu.

Résultats de théorie spectr.
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Obtention de Schrodinger

Observation: dés Rayleigh et modéle exponentiel, taux de
croissance d'instabilité ou de stabilité quantifiés.
Pas pour le cas discontinu.

el <po<z>d—w>+<po<z>+$po<z>>w =05 k2" 1V (k,z,7)v =0
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Obtention d'un probleme de Sturm-Liouville

Conditions aux limites

v'(a) = 1p—é(a)v(a) + kv(a),v'(b) = 1@(b)v(b) — ku(b)
2 po
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Obtention d'un probleme de Sturm-Liouville

Conditions aux limites

V(@) = 32 (@u(0) + k(@) () = 32 000) - k)

Changement de paramétre h = k=1 (haute fréquence=
semi-classique)
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Obtention d'un probleme de Sturm-Liouville

Conditions aux limites

1 1
(a) = 52 a)oa) + k(@) o (0) = L0 00(0) ~ bott)
2 po 2 po
Changement de paramétre h = k=1 (haute fréquence=
semi-classique)

Equation —h2d — +U(z,7,h)v =0 sur |a,b|.
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Obtention de v? comme valeur propre

Définissons

P(h,8). = 5 (po(2) e+ (po(2) + 39 (2))-.

Probleme a résoudre P(h, % )w =0 (+C.L.).
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Résultats de théorie spectr.

Obtention de v? comme valeur propre

Définissons

P(h,8). = B (po(2) . + (pol=) + 67(2)) -

dz dz
Probleme a résoudre P(h, % )w =0 (+C.L.).

Si po(2) > pmin > 0 (pas de vide), P(h,0) opérateur bijectif

bicontinu coercif de H! dans H~1.
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Résultats de théorie spectr.

Obtention de v? comme valeur propre

Définissons

P(h,8). = 5 (po(2) e+ (po(2) + 39 (2))-.

dz
Probleme a résoudre P(h, % )w =0 (+C.L.).

Si po(2) > pmin > 0 (pas de vide), P(h,0) opérateur bijectif

bicontinu coercif de H! dans H~1.

= P(h,O)_% bijectif de L2 dans H' ou de H~! dans L.

© — ph(2)e bijectif de H! dans H1.
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Obtention de v? comme valeur propre

Définissons

P(h,8). = 5 (po(2) e+ (po(2) + 39 (2))-.
Probleme a résoudre P(h, % )w =0 (+C.L.).

Si po(2) > pmin > 0 (pas de vide), P(h,0) opérateur bijectif
bicontinu coercif de H! dans H~1.

= P(h,O)_% bijectif de L2 dans H' ou de H~! dans L.

© — ph(2)e bijectif de H! dans H1.

Probléme équivalent a

2
K(h)i =gef P(h, 0)_%p6(z)P(h, 0)_%11 = _%a

Opérateur compact sur L? donc spectre (éventuellement vide).
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Notation: Ky(z) = 238 (inverse longueur de mélange Ly(z) > 0)
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@000

Notation: Ky(z) = Zgg; (inverse longueur de mélange Ly(z) > 0)
Résultat (formel): si py de classe C* et K admet un unique

minimum non dégénéré, valeurs de v quantifiées a k£ grand:

K”($min)
2

N

22 = (A1 h2n 41+ R () )

n
Lmin

correspond a une unique fonction propre.
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@000

Notation: Ky(z) = Zgg; (inverse longueur de mélange Ly(z) > 0)
Résultat (formel): si py de classe C* et K admet un unique
minimum non dégénéré, valeurs de v quantifiées a k£ grand:
K/l T
= (22 (4 h(n + 1+ R () (Emin) )

Lmin

N

correspond a une unique fonction propre.
Lorsque k tend vers 400, tous les vy, convergent vers (L‘g‘, )
(Landau).

NI
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@000

Notation: Ky(z) = 288 (inverse longueur de mélange Ly(z) > 0)
Résultat (formel): si py de classe C* et K admet un unique
minimum non dégénéré, valeurs de v quantifiées a k£ grand:

3 = (2 (14 h2n 4 1+ B ) (ErEmin) by

Lmin

N

correspond a une unique fonction propre.

Lorsque k tend vers +oo, tous les 7y, convergent vers (L‘ﬂn)
(Landau).

Ak fixé, n — 400, v, — 0.

NI
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Preuve formlelle
Avec w = pgu,

—k 20" + (1 + %Ko(z) +k72r(2))w =0

ol Ko(z2) = Lnllm + $K{ (zmin) (2 = 2min)? + (2 = 2min)39(2).

Changement de variable X = ak%(z — Zmin)

— 28 + ko 2(1+ =) + a7 K{ (2nin) X2
—1—04_514:_%X3g(zmm + a_lk_%X) +Ekta 2w =0
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Avec a , et spectre de —w” + X 2w constitué des
2n + 1 = E,, par perturbation

4 _ K(/)/(Zmin)
- 2
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Avec a , et spectre de —w"” + X?w constitué des
2n + 1 = E,, par perturbation

4 _ K(/)/(Zmin)
- 2

d2

~Ix2 (X2 + a_5k:_%X?’g + a2k 1)

a pour spectre E,, + k_%gon(k:_l) pour n > N dés que k > ky.
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Spectre de

~S ke + (L T+ X a kT3 X3g + a2k 1) est

Oé2 1 g
M= —(En+E20,(k7)) + 14 52—
k ( " v ( )) M 72Lmin
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fetelel }

Spectre de )
2 2
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Quelques résultats de théorie spectrale

Résultat 1: Titchmarsh (ne s’applique pas pour les instabilités
hydrodynamiques):

Si V(k,z,v) — +o0 si |z] — 400, infinité quantifiée de valeurs
propres pour —% +V
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hydrodynamiques):

Si V(k,z,v) — +o0 si |z] — 400, infinité quantifiée de valeurs
propres pour —% +V

Résultat 2 (simple) sur R:

€2 +V(2) = E est une courbe du plan (z,€). Si la surface de la
région enclose dans cette courbe (non fermée) pour E proche du
maximum de V, alors, par la formule de Weyl, le nombre de
valeurs propres est +o0.

Résultat 3 (L., Helffer-L.) Si Ky(z) a pour propriété d'étre positif,
tendant vers 0 en +o00, il y a une infinité quantifiée de valeurs de
v, notée ¥,, qui tend vers 0 avec n lorsque g < 0.
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Idées de preuves

Résultat de Sturm 1836:
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type mixte en a et b, —% + V sur ]a, b a une infinité quantifiée
de valeurs propres.
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Résultat de Sturm 1836:

Si on regarde sur un intervalle (a, b) avec conditions aux limites de
type mixte en a et b, —% + V sur ]a, b a une infinité quantifiée
de valeurs propres.

1) Si u et v sont solutions de —u” 4+ gyju = 0 et de —v" + gov =0
sur [a, b] avec g1 > go sur [a,b] et mémes conditions aux limites
alors entre deux zéros consécutifs de w il y a au moins un zéro de v
2) si de plus v(a) = u(a) =sina, v'(a) = u/(a) = —cosa, uam
zéros = v a m z€ros au moins, inférieurs a ceux de

3) Le nombre de zéros de —w” + Vw = Aw est une fonction
croissante de .



Outline Introduction et cas modeles Relation entre I'équation de Rayleigh et I'équation de Schrodinger Résultats de théorie spectr.

0000 (ele]
000 [e]
(e]e] 0000

Application:
Si |[V| < K sur [a,b], en étudiant les deux problemes
—y{ + (=K — N)y1 = 0,91(a) cosa + y} (a) sina = 0

—y + (K = N)y2 = 0,2(a) cos o + yh(a) sinw = 0

dont on connait les solutions:
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Instabilité de Poiseuille

Analyse de I'instabilité générée par I'écoulement stationnaire de
Poiseuille dans un fluide visqueux:

. 3P y2 30vx
— (221 -2y 0 2=~
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Instabilité de Poiseuille

Analyse de I'instabilité générée par I'écoulement stationnaire de
Poiseuille dans un fluide visqueux:

. 3P y2 30vx
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Systeme perturbé:

O = VAT — Vq — wedyiio(y) — uo(y)d0, divid = 0
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Instabilité de Poiseuille

Analyse de I'instabilité générée par I'écoulement stationnaire de
Poiseuille dans un fluide visqueux:

3P y? 3bvzx

(v,p) = (E(l - ﬁ)’ ’_W)

Systeme perturbé:
O = VAT — Vg — wedyiig(y) — uo(y)dp0, divii = 0

Atike (1

/
Modes normaux e T Wh, Wa).
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Equation de Orr-Sommerfeld

Equation de Orr-Sommerfeld, P = —% + k2
APwsy + P*wy = —ikuf) (y)wa — ikug(y) Pws.
Formulation variationnelle (hors C.L.)
)\/(k2|w2|2+|w’2|2)dy :/|Pw2|2dy+z'k[/ug|w2|2—/uopw2w2dy]
= (IN) [ (K w4+ |wh*)dy = [ Jughwa|?— [ uo(Jwh|*+k>ws)dy.

= contrble de S\ grace aux majorations de ug et uj
indépendamment de k pour k grand.
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Instabilité de Kelvin-Helmholtz

On va se trouver dans le cas non autoadjoint ou encore le potentiel
non réel.

Sujet de recherche 'actuel’ (Zworski, Dencker, ...) Equations
d'Euler avec gravité, écoulement de base (po(2), Up(2),0,po(2)).
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d'Euler avec gravité, écoulement de base (po(2), Up(2),0,po(2)).
Systeme perturbé

Ozu+ 0, w=20

po(2)(0ru + Up(2)0zu) + po(2)Uy(z)w + Ozp = 0
po(2)(Oyw + Up(2)dpw) + 0.p = —pg

Op + Up(2)0zp + pp(z)w =0
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Instabilité de Kelvin-Helmholtz

On va se trouver dans le cas non autoadjoint ou encore le potentiel
non réel.

Sujet de recherche 'actuel’ (Zworski, Dencker, ...) Equations
d'Euler avec gravité, écoulement de base (po(2), Up(2),0,po(2)).
Systeme perturbé

Ozu+ 0, w=20

po(2)(0ru + Up(2)0zu) + po(2)Uy(z)w + Ozp = 0
po(2)(Oyw + Up(2)dpw) + 0.p = —pg

Op + Up(2)0zp + pp(z)w =0

Modes normaux, Lo(z) = A + ikUp(2):
iku+w =0
po(2)Lo(2)u + po(2)Ug(2)w + ikp = 0

po(2)Lo(2)w +p' = —pyg
Lo(2)p + po(z)w =0



Outline Introduction et cas modeéles Relation entre I'équation de Rayleigh et I'équation de Schrodinger Résultats de théorie spectr.

0000 (ele]
000 [e]
(e]e] 0000

Instabilité de Kelvin-Helmholtz

On tire p = k_2(p0L6w — poLow’) et on remplace pour obtenir

Ly (poLo)
Lo poLo

L/ /
Yol + k2 (poLy) Y = — L9

—k 20" 4w+ k2 .
( poLo poLo
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Instabilité de Kelvin-Helmholtz

On tire p = k_2(p0L6w — poLow’) et on remplace pour obtenir

Lo _ (poLo) (poLp)' pg
_k_2w” Tw+ k_2 . w, + k_270 w=——-:

(LO polo ) poLao ) poLo

1
Avec ¢ = piw, on trouve
/
_k‘_2(p// _|_ ( — &02 + k—2s(z))(p _ 0’
pOLO
(o)
_ ()" | (poLo) 9y

o= (po)% + poLo et 1 poL2 complexe.



Outline iction et cas modeles on entre I'équation de Rayleigh et I'équation de Schrodinger Résultats de théorie spectr

Instabilité de Kelvin-Helmholtz

On tire p = k=2(poLjw — poLow’) et on remplace pour obtenir

Ly (poLo) (poLg)’ pg
— k20" 4w 4 (L - 0y 4 20y =
(Lo poLo ) poLo ) poLo
1
Avec ¢ = piw, on trouve
/
—k’_QQOH + (1 o gp02 + k’_28(2))g0 — 0’
poLj
(03)
_ (&) | (poLo) _9n
s = (po)% + o ,etl poL2 complexe.

il peut ne pas y avoir de valeur propre (Helffer)



Conclusion

e Avec une zone de mélange séparant deux fluides ou gaz purs
(instabilité de Rayleigh-Taylor), il y a une infinité de modes propres
dont exponentiellement croissants en temps.

Les taux de croissance, dans ce cas, tendent tous (sauf celui du
mode principal) vers 0 lorsque la largeur de cette zone de mélange
tend vers 0.

e On retrouve le méme phénomeéne en étudiant |'expansion d'un
plasma dans le vide, cas physique étudié dans le cadre de la FCI
(Fusion par Confinement Inertiel).

e On peut aussi obtenir un résultat d'instabilité pour le systeme
complet (non linéaire). Il peut s'exprimer sous la forme 'toute
perturbation, aussi faible soit-elle, conduit a une solution
nettement distincte en temps fini'.

e Dans d’autres modeles (Poiseuille, Kelvin-Helmholtz,
Rayleigh-Benard) existence d'un mode propre inconnue (probleme
non auto adjoint).
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