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Distributions et corr élations hadroniques en Chromodynamique
Quantique dans l’approximation des “petitsx”

• R. Perez Ramos & B. Machet: “MLLA inclusive hadronic distributions inside one jet at high energy colliders”, hep-ph/0512236,
JHEP 04 (2006) 043, p.1-35;

• R. Perez Ramos: “Two-particle correlations inside one jet at “Modified Leading Logarithmic Approximation” of Quantum Chro-
modynamics ; I Exact solution of the evolution equations at small x” , hep-ph/0605083,JHEP 06 (2006) 019, p.1-50;

• R. Perez Ramos: “Single inclusive distribution and two-particle correlations inside one jet at “Modified Leading Logarithmic
Approximation” of Quantum Chromodynamics ; II Steepest descent evaluation at smallx, JHEP 09 (2006) 014, p.1-21;

• F.Arléo, R. Perez Ramos & B. Machet: Next-to-MLLA corrections to inclusivek⊥ distribution and 2-particle correlations at small
x inside high energy jets, arXiv :0707.3391 [hep-ph].



• La Chromodynamique Quantique perturbative :
∗ théorie de jauge non-abélienneSU(3)c ;
∗ les probl̀emes ;
∗ diagrammes de Feynman ; resommations ; interprétation probabiliste ;
∗ divergences infrarouges et colinéaires ;
∗ diff érentes resommations ;
∗ les effets de coh́erence.

• Les techniques utiliśees.
• Les ŕesultats. Comparaison avec les travaux préćedents.

∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
• Section efficace diff́erentielle inclusivèa une particule en MLLA et NMLLA en fonction
de l’impulsion transversek⊥ ; comparaison avec les données pŕeliminaires de CDF ;
• Corrélationsà deux particules̀a l’intérieur d’un jet
• Conclusions

∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗



La Chromodynamique Quantique perturbative
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QCD : Théorie de jauge non-abelienne des quarks et des gluons, groupeSU(3)c
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�Problèmes

• αs(Q2 → Λ2
QCD) → ∞ ;

• divergencesinfrarougeset colinéairesbeaucoup plus sévères qu’en QED ;

• hadronisation (confinement).
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�Diff érentes approches

• Processus exclusifs : sommation de tous les diagrammes de Feynman à unepuissance
donńee deαs ;
• processus inclusifs, jets :resommationde tous les logarithmes dominants, sous-dominants
(. . . ) provenant de l’́emission d’un nombre quelconque degluons mouset / oucolinéaires.
Jauge planaire⇒ seuls lesdiagrammes eńechellesubsistent dans| amplitude|2 : processus de
branchement etinterpŕetation probabiliste: les vertex deviennent desfonctions de “splitting”

amplitude “processus de branchementprobabiliste”
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�Divergences infrarouges et colińeaires

Q

jetE

Eg

Θ

• divergencescolinéaires: Θ → 0 ⇒ divergence enlog Θ

⇒ resommer tous les gluonsémisà l’intérieur d’un ĉoneΘ > Θmin ;

• divergencesinfrarouges: quand l’́energie du gluon≪ l’ énergie du parent⇒ log(Ejet/Eg) ;

• en ǵeńeral : infrarouge+ colinéaire.



�
�

�
�Diff érentes resommations

• LLA :
(

αs log Q2

µ2

)n

, resommation des logs “quasi-colinéaires” (Deep Inelastic Scattering) ;

• DLA :
(

αs log
Ejet
Eg

log Θ
)n

; αs log2 ∼ 1 (log ∼ α
−1/2
s ) ⇒ principal ingŕedientà l’estima-

tion des grandeurs dans les jets ; néglige le recul du partońemetteur (non-conservation de
l’ énergie) ;

• Single Logs (SL) :

∗ (αs log Θ)n : gluons colińeaires �
�

�
�

�mous ;

∗ ou
(

αs log
Ejet
Eg

)n

: gluons mous (
(

(
(

(
(

(
(

((

colinéaires ;

∗ d’autres origines possibles, comme le “running” deαs . . .

• MLLA :



αs log log
︸ ︷︷ ︸
DLA(1)

+ αs log
︸ ︷︷ ︸
SL(

√
αs)





n

; les corrections SL̀a DLA restaurent laconservation de

l’ énergieet tiennent compte du “running” deαs (évolution du jet) ;

• NMLLA :



αs log log
︸ ︷︷ ︸
DLA(1)

+ αs log
︸ ︷︷ ︸
SL(

√
αs)

+αs log log−1

︸ ︷︷ ︸
NSL(αs)





n

; les corrections NSL permettent de mieux

prendre en compte la conservation de l’énergie et d’́etendre le domaine de validité des petits
x.
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�Les effets de coh́erence en QED et QCD

• en QED : on d́emontre que lesγ’s émis interf̀erent destructivementsaufsi ils appartiennent
à uncône de bremsstrahlungΘγ < Θdiffusion ;

• en QCD : la coh́erence devient liéeà une condition deAngular Orderingpour les gluons
émis successivement :

∗ en DLA Θi+1 ≪ Θi (AO “rigoureux”) ;

∗ en MLLA Θi+1 ≤ Θi (AO “exact”). ΘΘ i
i+1



Les techniques utiliśees



•Solutionexacted’équations int́egro-diff́erentiellesapproch́ees: équations d’́evolution MLLA
(x≪ 1)

∗ pour les distributions inclusives d’une particule ;

∗ pour les corŕelations (solution it́erative).

Elles se d́eduisent par diff́erentiation d’unefonctionnelle ǵeńeratriceZ :

∗ spectre inclusif d’une particule= δ
δu
Z(u) ;

∗ corrélationsà deux particules= δ2

δu1δu2
Z(u) ;

∗ etc. . . (comme pour les fonctions de corrélation en th́eorie quantique des champs) ;

• Solutions deśequation d’́evolution partoniquesde Dokshitzer-Gribov-Lipatov-Altarelli-
Parisi (DGLAP) (équations d’́evolution dans la ŕegion òu x ∼ 1) (dans certaines intégrales) ;

• Calcul nuḿerique (Fortran).



Les résultats



• Distributions doublement différentielles inclusives̀a 1 particule d2σ
d ln(1/x)d ln k⊥

pour des jets
de quark ou de gluoǹa petitx : premier calcul MLLA.

• Distribution inclusive: premier calcul MLLAanalytiquèa petitx en fonction de l’impulsion
transversepour des jets de quark et de gluon ;

•• premier calcul Next-to-MLLAanalytique permettant d’étendre le domaine enk⊥ et enx ;

CDF (Tevatron) : tr̀es bon accord ; LHC :̀a venir.

Les travaux pŕećedents concernaient :

∗ les distributions inclusives et les multiplicités en DLA(Dokshitzer, Fadin, Khoze,
1982);

∗ en MLLA les multiplicités et le spectre inclusif en fonction de l’énergie (Malaza,
Webber, 1986 ; Dokshitzer, Khoze, Troyan, Mueller, 1988. . .)



• Corrélationsà 2 particules:

∗ premìere expression MLLA analytique exacteà petitx ne se limitant pas au pic de
la distribution inclusive pour leśenergies des 2 particules ;

Les travaux pŕećedents concernent :

∗ les solutions deśequations en DLA(Dokshitzer, Fadin, Khoze, 1982);

∗ en MLLA (Fong & Webber, 1990), les ŕesultats se limitent au pic de la distribution
inclusive dans l’approximation du “spectre limite” (cut-off colinéaire =ΛQCD)

∗ extension (MLLA) au del̀a du “spectre limite”dans l’approximation semi-classique
(méthode du col); énorme gain de temps numérique (facteur 50000 !) ;

Meilleur accord avec l’exṕerience (OPAL, CDF en cours d’analyse) que Fong & Webber,
mais il reste encore des désaccords : les analyses futures permettront de tester l’hypoth̀ese de
la “dualité locale parton-hadron (LPHD)” (très bien confirḿee pour les grandeurs inclusives) ;
le rôle des corrections “Next-to-MLLA” seráevoqúe.

• Les intervalles de fiabilit́e de tous ces calculs en rapport avec les approximations qu’ils
comportent (x petit, αs petit) ont ét́e donńes et expliqúes.



Section efficace differentielle inclusive dσ
d ln k⊥

à une particule, en
fonction de son impultion transverse (k⊥)
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�Section efficace diff́erentielle inclusiveà une particule en fonction dek⊥

DA 0
D

Θ0
hA
A

xE

h

(Jet Axis)

Θ
A 0 E uEA

Collision

k

Angle d’ouverture du jet

Parton initiant le jet Etat vituel (u~1)

Angle de production de h(Θ <  Θ   )0

= xE Θ > Q0

(
dσ

d ln k⊥

)

g or q
︸ ︷︷ ︸

Mesurable !

=

∫

dx

(
d2σ

dx d ln k⊥

)

g or q

où
(

d2σ

dx d ln k⊥

)

A0

=
d

d ln k⊥

[
∑

A

∫ 1

x

duDA
A0

(u,EΘ0, uEΘ)Dh
A

(x

u
, uEΘ, Q0

)
]

⇒ valable∀ x et domińee paru ∼ 1 ! !



Approximation des petitsx⇒ résultats analytiques

�
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DA

A0
(u = O(1) . . .) : DGLAP; Dh

A(x
u
≪ 1 . . .) : (N)MLLA

• Param̀etre perturbatif de l’expansion, et variables :

γ2

0 = αs

(
k2

⊥
) 1

2π
=

1

β ln
Q

ΛQCD

=
1

βYΘ0

, YΘ0
= ln

Q

ΛQCD

, β =
1

4Nc

(
11Nc

3
− 2

3
nf

)

;

ℓ = ln (1/x), y = ln (k⊥/Λ), k⊥ ≈ xEΘ, ΛQCD ≈ 0.253 GeV

⇒ section efficace doublement différentielle :

(
d2σ

dℓdy

)

A0

x≪1≈ d

dy

[
< C >A0 (ℓ, y)D̃h

g (ℓ, y)
]

• D̃h
g (ℓ, y) (à partir deséquations d’́evolution) décrit le “humped backed plateau”dans la

limite Q≫ Q0 ∼ ΛQCD (spectre limite).DNMLLA ≈ DMLLA .

• < C >A0 (ℓ, y) = courant de couleur(facteur de couleur dynamique) ; décrit l’évolution du
jet entreΘ0 etΘ.
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Equations d’évolution pour le spectre inclusifDh

A d’une particule

Développement autour dez ∼ 1 du parton interḿediaire :éqs d’́evolution int́egro-diff́erentielle
MLLA → éqs int́egrales couplées NMLLA pourDh

g ≡ G etDh
q ≡ Q :

A = g : G(ℓ, y)
︸ ︷︷ ︸
jet de gluon

= δ(ℓ) +

∫ ℓ

0

dℓ′
∫ y

0

dy′γ2
0(ℓ

′ + y′)
(

1︸︷︷︸
DLA

−aδ(ℓ′ − ℓ)
)

G(ℓ′, y′),

A = q : Q(ℓ, y)
︸ ︷︷ ︸
jet de quark

= . . . G(ℓ, y) . . .

ℓ = ln(1/x) ≡ ln
E

k0

, y = ln
k⊥
Q0

, λ = ln
Q0

ΛQCD

γ2

0(ℓ+ y) =
1

β(ℓ+ y + λ)
, Y = ℓ+ y = ln

EΘ

Q0

G(ℓ, y) =
1

σ

dσ

dℓ

terme DLA :∝ 1 ⇒O(1) ; “hard corrections” :a = O(
√
αs)(MLLA ) + O(αs)(NMLLA )

• La solution exacte deśequations⇒ calcul de
d2σ

dℓdy
(ℓ, y) → dσ

dy
(y) =

∫

dℓ

(
d2σ

dℓdy

)

.
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Le courant de couleur< C >A0 à Q = 155 GeV (Tevatron)

Gluon Quark
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�Les limites du calcul et intervalles de fiabilit́e MLLA et NMLLA :

2 conditions “contradictoires”̀a satisfaire simultańement :x≪ 1 etαs(k⊥) ≪ 1 ;

• À grandk⊥, l’approximation despetitsx échoue (k⊥ ≈ xEΘ) car probl̀emes de positivit́e
⇒ ∃ k⊥max (NMLLA>MLLA).

• à tr̀espetitk⊥, l’expansionperturbativediverge (αs(k⊥) → ∞).

k⊥ > k⊥min ⇒ y > 1.4 ⇔ k⊥ > 1 GeV

Donc∃ intervalle de validit́e : k⊥min ≤ k⊥ ≤ k⊥max (NMLLA>MLLA) qui augmente avec
l’ énergie.

Le LHC fournira des tests de QCD perturbative dans un intervalle dek⊥ plus important que
pour le Tevatron.



⇒ section efficace diff́erentielle inclusivèa une particule en fonction dey = ln(k⊥/1GeV ) :

(
dσ

d ln k⊥

)ch

= ω

(
dσ

d ln k⊥

)

g

+ (1 − ω)

(
dσ

d ln k⊥

)

q

/1GeV/c)Tln(k
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)
T

1/
N

’ d
N

/d
ln

(k

-310

-210

-110

1

CDF Run II

Total Uncertainty
MLLA (Perez/Machet)
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NMLLA : 0 ≤ ln(k⊥/1GeV ) ≤ 1.9 NMLLA : 0 ≤ ln(k⊥/1GeV ) ≤ 3.0
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�Un peu de technique : les corrections NMLLA

• Eq. pour la Fonctionnelle Ǵeńeratrice d́emontŕee en MLLA (pas de vertex̀a 4-gluons. . . )
⇒ éqs int́egro-diff́erentielles MLLA pour le spectre inclusif ;

• développement en| ln(z ∼ 1)| ≪ | ln(x ≪ 1)| → éqs int. coupĺees MLLA, NMLLA pour
D = Q,D = G ; en particulierDMLLA ≈ DNMLLA ;

• d’où viennent les corrections cruciales NMLLA ? : du développement perturbatif de
(

d2σ
dxd ln k⊥

)

A0

= d
d ln k⊥

∫
duDA

A0
(u . . .)Dh

A

(
x
u . . .

)
en puissances delnu pour | ln(u ∼ 1)| ≪

| ln(x≪ 1)| → 1 +
√
αs + αs ;

• autres corrections possibles non-perturbatives∋ NMLLA :
•• les corrections̀a 2 boucles des fonctions de splitting∼ correctionà 1 boucle (1er ordre)̀a
x≪ 1 ;
•• limites d’intégration raffińees (pŕeasymptotiques,x < Q0/Q → “power corrections”)⇒
corrections non-perturbatives ;

• αs à 2 boucles≪ rôle de la conservation de l’énergie (dont nos corrections MLLA et
NMLLA tiennent compte) ;
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Conclusions sur

dσ

d ln k⊥

• Très bon accord entre NMLLA et les donneées exṕerimentales de CDF (∀ Q) dans un
intervalle de fiabilit́e plus large que pour MLLA ; asymptotiquement NMLLA→MLLA ;

• Test suppĺementaire de “LPHD” (les partons se comportent comme des hadrons) ; pQCD
domine par rapport aux effets non-perturbatifs (hadronisation) qui semblent complétement
négligeables ; ceci a auparavantét́e confirḿe dans les cas des multiplicités des jets, corrélateur
des multiplicit́es, “hump-backed plateau”. . .

• Efficacit́e du calcul des jets dans l’estimation des grandeurs inclusives. . .

• Corrélations : moins inclusives (car 2 particules) ; rôle des effets non perturbatifs ?



Corr élationsà deux particules dans les jets hadroniques dans le
cadre de l’approximation MLLA

R. Perez-Ramos, JHEP 06 (2006) 019, p.1-50



 Θ
Θ

 1

2  ω1

E (1−z)E

zE

 

 ω

2Θ

A

B

C

Ordonnance Anglaire exacte :Θ ≥ Θ1 ≥ Θ2

G(2), Q(2)(ω1, ω2) ≡ ω1ω2
d2σ

dω1dω2
? ?
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�Equations d’évolution MLLA pour les corr élateurs des quarks et des gluons

Syst̀eme d’́equations int́egrales couplées :

G(2)(ℓ1, y2, η) −G1(ℓ1, y1)G2(ℓ2, y2) =

∫ ℓ1

0

dℓ

∫ y2

0

dy γ2
0(ℓ + y)

[

1︸︷︷︸
DLA

−aδ(ℓ− ℓ1)
]

G(2)(ℓ, y, η)

+(a− b)

∫ y2

0

dy γ2
0(ℓ1 + y)G(ℓ1, y + η)G(ℓ1 + η, y),

Q(2)(ℓ1, y2, η)−Q1(ℓ1, y1)Q2(ℓ2, y2) = . . .

terme DLA :∝ 1 ⇒O(1) ; corrections MLLA :∝ a, (a− b) ⇒O(
√
αs)

η = ℓ2 − ℓ1 = y1 − y2 = ln(x1/x2) > 0

On d́efinit les corŕelateurs

�

�

�

�
Cg =

G(2) (ℓ1, ℓ2, Y )

G (ℓ1, Y ) G (ℓ2, Y )
, Cq =

Q(2) (ℓ1, ℓ2, Y )

Q (ℓ1, Y ) Q (ℓ2, Y )
;

ils sontindépendants de la normalisation→ testépuŕe de la dynamique partonique.

G,Q : spectres inclusifs∝ x
dσ

dx
; G(2), Q(2) : ∝ x1x2

d2σ

dx1dx2
.
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�Approximation de Fong et Webber (1990) : premier et seul calcul MLLA
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MLLA limiting spectrum

OPAL data

Gch

(

ℓ = ln (1/x) , ln
Q

Q0

)

= Kch × 1

σ

dσ

d ln (1/x)

Q≫ Q0 ∼ ΛQCD, γ0 ≈ 0.5 ; ℓ1 ≈ ℓ2 ≈ 1

2
ln Q

Q0

Expansion perturbative en1 +
√
αs + . . . à petitx au voisinage du maximumde la section

efficace inclusive pour les 2 particules :

R (ℓ1, ℓ2, Y ) ≡ 1

2
(1 + Cq) = 1.375 − 1.125

(

l1 − l2

ln Q
Q0

)2

−
[

1.262 − 0.877
(l1 + l2)

ln Q
Q0

]

1
√

ln Q
Q0

.
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�Solution formelle deséquations d’́evolution à petit x

Le corŕelateur normaliśeCg(ℓ1, y2, η) =
G(2)

G1G2
→ 1 si décorŕelation totale.

La solution formellèa petitx de l’équation d’́evolution est

Cg − 1 =
1 − δ1 − b

(
ψ1,ℓ + ψ2,ℓ − [βγ2

0 ]
)
− [aχℓ + δ2]

1 + ∆ + δ1 +
[

a (χℓ + [βγ2
0 ]) + δ2

] ;

• Les termes en noir s’exprimentà partir des d́erivées logarithmiques du spectre inclusif ;

• ∆ (DLA) diminue les corŕelations quandx2 s’écarte dex1 ;

• la solution est calculée it́erativement surCg car tous les termes enorangèa droite d́ependent
deCg et sont despetites corrections(χ = ln Cg . . . )

• elle mélange des correctionsO(
√
αs) (MLLA) et O(αs) (NMLLA).



χℓ =
∂χ

∂ℓ
= O(γ2

0), χy =
∂χ

∂y
= O(γ2

0);

ψi = lnGi, ψi,ℓ =
1

Gi

∂Gi

∂ℓ
= O(γ0), ψi,y =

1

Gi

∂Gi

∂y
= O(γ0);

∆ = γ−2
0

(

ψ1,ℓψ2,y + ψ1,yψ2,ℓ

)

= O(1);

δ1 = γ−2
0

[

χℓ(ψ1,y + ψ2,y) + χy(ψ1,ℓ + ψ2,ℓ)
]

= O(γ0);

δ2 = γ−2
0

(

χℓχy + χℓ y

)

= O(γ2
0), δc = δ1 + δ2 + aχℓ ≃ 10−2.
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�Comparaison avec les ŕesultats de Fong & Webber
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�Comparaison avec les donńees existantes : OPAL,Q = 91.2 GeV
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⇒ les donńees de CDF̀a venir seront comparées avec nos prédictions.
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�Rôle des corrections NMLLA
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⇒ Les corrections NMLLA ne semblent pas suffisantes pour obtenir un accord avec les
donńees d’OPAL
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�Conclusions sur les corŕelations

• Notre approche et celle de Fong & Webber prédisent que les particules sont d’autantplus
corréléesque leurśenergies sont plus prochesℓ1 = ℓ2 ;

• Le comportement des corrélations pŕedit par la solution exacteMLLA deséquations d’́evolution
est diff́erent :

∗ elless’applatissentquandℓ crôıt ;
∗ puis décroissentquandx continueà d́ecroitre ; c’est un effet de la cohérence des

gluons mouśemisà grand angle ;

• Les ŕesultatsse rapprochent des donnéesmais undésaccordsubsiste ; lescorrections d’ordre
suṕerieur (NMLLA) ne sont pas suffisantes. Deseffets d’hadronisation non-triviauxpour-
raient jouer un r̂ole, surtout̀a tr̀es petitx (x≪ 1) et les donńees d’OPAL ;

• Desnouvelles donńees exṕerimentales de CDF(Tevatron) verront bientôt le jour : elles
seront compaŕees avec nos prédictions.


