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David Hilbert (1862-1943) en 1907.
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Königsberg et ses ponts (Euler 1735).
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Georg-August-Universität Göttingen

Gauss Riemann Klein Minkowski
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Des contributions majeures en mathématiques

Impossible de tout lister ici !

Axiomatisation de la géométrie

Le ”programme de Hilbert” pour les fondations des mathématiques

Analyse fonctionnelle et ”espaces de Hilbert”

Le théorème de la base de Hilbert (tout ensemble défini par une famille de
polynôme peut être décrit par une famille finie de polynômes)

Mots d’ordre :

Axiomatiser, systématiser.
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Ignoramus et ignorabimus?
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Histoire de la relativité générale

1905 : Einstein publie la théorie de la relativité restreinte.

1907 : Principe d’équivalence (les principes de la relativité restreinte
s’appliquent pour un observateur en chute libre).

1911 : Prédiction de la déviation des rayons lumineux par les astres massifs .

1912 : Incorporation de la géométrie Riemannienne et usage des tenseur.

Eté 1915 : Intenses échanges entre Einstein et Hilbert.

Automne 1915 : Publication des équations de champ d’Einstein

Rµν − 1

2
gµνR = κTµν

avec

κ =
8πGN

c4

Simultanément, Hilbert obtient les mêmes équations en utilisant un principe
variationnel.
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Principe de moindre action

On décrit un système physique par une action S , qui dépend d’une trajectoire
arbitraire dans l’espace des configurations.
Les trajectoires physiques correspondent aux extrema de l’action.

Exemple : Si

S [x(t)] =

∫
dt L(x(t), ẋ(t)) , L(x(t), ẋ(t)) = 1

2
mẋ2 − V (x)

alors la fonctionnelle S [x(t)] est extrêmale, δS [x(t)] = 0, si

d

dt

(
∂L
∂ẋ

)
=
∂L
∂x

.

Ici on retrouve le principe fondamental de la dynamique

mẍ = −V ′(x) = F (x)
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L’action d’Einstein-Hilbert

Action :

SEH[gµν(x)] =
1

2κ

∫
d4x R(x)

√
−g(x)

avec R(x) le scalaire de Ricci et g(x) = det(gµν(x)).
Le principe de l’action stationnaire stipule que les équations de champs
s’obtiennent en requérant δS = 0 pour toute petite variation de la métrique. Cela
est équivalent à

0 =
δ

δgµν
(R

√
−g) =

δR

δgµν

√
−g + R

δ
√
−g

δgµν

La géométrie différentielle donne

δR

δgµν
= Rµν

δ
√
−g

δgµν
= −1

2

√
−g gµν

et on retrouve

Rµν − 1

2
gµνR = 0 .
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L’action d’Einstein-Hilbert

Les avantages de l’approche variationnelle :

Les lois physiques découlent d’une formulation générale, simple, et sans
ambiguités.
Exemple : on peut ajouter toute la matière qu’on veut, par exemple le
modèle standard.

S [g ,A, ψ,H] =

∫
d4x

√
−g

(
1

2κ
R + LSM(A, ψ,H)

)
On peut classifier les généralisations possibles de la théorie (voir plus loin).

On obtient une recette automatique de quantification:

Z =

∫
Dg DADψDH exp

(
i

ℏ
S [g ,A, ψ,H]

)
Nécessité de faire de l’analyse fonctionnelle poussée → espaces de Hilbert !
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Généralisations

En 4 dimensions d’espace-temps, l’action la plus générale qui n’utilise que la
métrique et ses dérivées est déduite de

L = α
√
−gR − 2λ

√
−g + βϵµνρσRαβ

µνRαβρσ + γ
√
−gE

avec
E = R2 + Rαβ

µνR
µν

αβ − 4RµνRµν

le densité d’Euler. Les termes en β et γ sont topologiques et les équations
obtenues sont

Rµν − 1

2
gµν(R − 2Λ) = 0

avec Λ = λ
α .

En supprimant certaines hypothèses, on obtient les théories de gravité
modifiée.

En 2 dimensions on peut aussi considérer l’action d’Einstein-Hilbert →
théorie des cordes.
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Merci pour votre attention!


