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Le fil historique de I'Intelligence Artificielle

@ 1943 : Warren McCulloch et Walter Pitts

> premier modele du neurone = automate linéaire a seuil
> modélisation de fonctions logiques

@ 1949 : Donald Hebb

> formalisation de I'apprentissage
> adaptation du couplage synaptique entre neurones

@ 1958 : Frank Rosenblatt

> Perceptron, un modeéle de reconnaissance visuel
> premier modele capable d'apprendre

1969 : Marvin Minski et Seymour Papert

> limitations du Perceptron aux problemes linéairement séparables
> désintérét des réseaux de neurones et premiers succés des systeémes experts (logique des propositions)

@ 1982 : en paralléle, les travaux de John Hopfield

> réseaux de neurones complétement connectés
> évolution dynamique des états des neurones
> applications aux mémoires associatives puis a I'optimisation combinatoire

@ 1985 : travaux de David Rumelhart et de Yan LeCun
> Perceptron multicouches = approximateur universel
> Algorithme d'apprentissage par rétro-propagation du gradient

> de nombreuses applications en traitement d'image, du signal, de I'information, et une formalisation
dans le cadre de la théorie de I'apprentissage statistique (V. Vapnik)
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Depuis 2010

Regain d'intérét, émergence de la Science des Données, du Big Data avec le Machine Learning et en
particulier le Deep Learning grace au HPC (High Performance Computing)

Applications dans de trés nombreux domaines : astronomie, physique, biologie, médecine, langues
naturelles, simulation numérique, économie, jeux, création artistique (une IA a proposé une fin a la
symphonie de Schubert inachevée)

"Panda", 57.7% confiance

Création artistique

Outils disponibles (langage Python) : TensorFlow, PyTorch, Scikit-Learn, ... et (surtout) I'apport du HPC
(High Performance Computing)

En Deep Learning des architectures de réseaux de neurones de plus en plus complexes, profondes, trés
variées en pleine évolution : LSTM (Long Short Time Memory), VAE (Variational AutoEncoder), ResNet
(Residual Network), GAN (Generative Adversial Networks), Transformers (ChatGPT), oubli (?) des RBM
(Restricted Boltzman Machine) modélisant une dynamique stochastique

Références

> |. Goodfellow, Y. Bengio, A. Courville, Deep Learning, MIT Press, 2017
> C.E. Rasmussen, C.K.l. Williams, Gaussian Processes for Machine Learning, MIT Press, 2006
> A. Géron, Deep Learning avec Keras et TensorFlow et avec Sciki-Learn, Dunod, 2020
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T Neurone formel de McCulloch et Pitts

Cela a commencé par le modele de McCulloch et Pitts (1943)

o Une formalisation mathématique trés simplifiée d'un neurone : dentrites, synapses, corps
celulaire, axone

Dendrite Terminaison xl wl
axone
‘@ coma Ne2ud de RanuiEY 2, x2 w2
/ ) 3 w33_‘ 5 o ) _ y:{ 1 si > wix; >0
o Ve / 0 sinon
7N .
/ w
Noyau Myéline Schwann - /\

o Le potentiel synaptique du neurone est codé par une forme linéaire des états (x; réels) des
autres neurones, pondérée par les coefficients synaptiques (w; codés pare des nombres réels).

o Dans le modele de McCulloch et Pitts, I'état du neurone codé par y € {0,1} est défini en
comparant le potentiel synaptique a la valeur du seuil.

@ Apprentissage (régle de Hebb) en modifiant, adaptant les coefficients synaptiques
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Neurone formel vu comme un classifieur

Classification d'éléments caractérisés par x € RY — définir des frontieres de décision,
séparatrices dans RY

o Le neurone formel réalise une séparation de RY en deux domaines séparés par I'hyperplan
orthogonal au vecteur w

@ D’ol son intérét en classification supervisée pour représenter des fonctions discriminantes
(frontiéres entre classes)

o La séparation linéaire des fonctions logiques ET, OU.

X2 x2

! [ X J ®

x1 x1

0 1 0 1

y:{ (1) si x1+x 215 y:{ 1 si x1+xp >20.5
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Des limitations du modele aux solutions par les Support Vector Machine

@ Le modele est limité aux problemes linéairement séparables

La fonction logique XOR non linéaire séparable.

Solution par les SVM : transformer les données — espace de re-description dans lequel le

probléme devient linéairement séparable

@ Le XOR devient linéairement séparable dans {xi,x2,x1x2}

x2

{ 1 si X1+ X —2x1x2 2 0.5

x1

0

o Les modeles SVM seront étudiés dans la seconde partie du cours.
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La solution par réseaux de neurones

@ association d'unités élémentaires ...

x2

@ intérét des modeles par composition de fonctions élémentaires

@ vers les réseaux de neurones ...
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QSN  Formalisation

o Différents types d'apprentissage
> supervisé : données structurées (input : x, output : y) : reconnaitre ou prédire y a partir de x
> non supervisé : données (x) extraire les propriétés les plus utiles, variables latentes
> par renforcement : modele séquentiel des états s¢.1 < st @ ar, déterminer les actions aye[12,...] de
facon a maximiser un critére de performane défini par une fonction des différents états s;

@ Suite du cours : Outils Mathématiques du Machine Learning

> Apprentissage d'un réseau de neurones — méthodes d'optimisation
function par descente du gradient

> Modeles probabilistes/statistiques adaptés a la science des données.

: minimisation d'une loss
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Méthode d’optimisation Gradient et Hessien d'une fonction

o Méthode d'optimisation : recherche d'extrémums d'une fonction

@ Recherche d'une solution des coefficients synaptiques par descente du gradient de la loss
function définissant le critére de I'apprentissage a minimiser

Gradient d'une fonction

Soit f une fonction de RY - R.

Le gradient de f noté Vxf est le vecteur de composantes % pour i=1,2 ... d
of
3
L of  of of
Vxf=| 92 |=(=— —...—)"
8 Ox1  Oxo Oxy
of
Oxy

La norme euclidienne (ou ¢») du gradient :

IVxfl2

Exemple f(xi,x2) = x? cos(x2)

2x1 cos(x2) )

Vxf = ( -xZsin(x2)
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Méthode d’optimisation Gradient et Hessien d'une fonction

Hessien d'une fonction

Soit f une fonction de R - R.

. . . 7 . v 21 4 2
Le Hessien de la fonction est la matrice notée V2f de taille d x d, d’éléments _aiafx-
Lt

2%f 2%f 2
Bxlz Ox10xp Ox10xy
8%f 9%f °f
Vi f = Oxp Ox1 Bxg OxpOxyq
2°f 2%f 2%f
OxqOx1 AxgOxp ax2
Exemple f(x1,x2) = x2 cos(x2)
> 2 cos(x2)
Vif = .
—2xy sin(x2)

O*f O*f

, symétrique —_—
ym E Ox;0x;  Ox;0x;

-x2 cos(x2)

—2x1 sin(x2) )
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Méthode d’optimisation Gradient et Hessien d'une fonction

Minimun global d'une fonction

Soit f une fonction de D c RY — R. Déterminer Xopt tel que :

Vx € D, f(Xopt) < f(X) < Xopt = arg mi[r)w f(x)
XE€

Probleme difficile lorsque la fonction n'est pas convexe.

Conditions nécesaire et suffisante d'un minimun local d'une fonction
Soit f une fonction de D c RY - R.
VXf S 0
Vif = matrice s.d.p. (symétrique définie positive)

v6eRY, 6'V3Fs > 0

e Remarque : pour un maximum, la matrice Hessienne V2f est symétrique définie négative

Cas des fonctions convexes

Un seul minimum pour une fonction convexe

f est convexe = Vxi,xp,t€[0,1],f(txq + (1-t)xp) < tF(x1) + (1 - t)F(x)

Jean-Marc Martinez (Université Paris-Saclay, CEA) Formation Machine Learning - Outils mathématiques 24-26 mai 2023



Méthode d’optimisation Algorithme par descente de gradient

Approximation de 1¢ ordre (Taylor)

Soit f une fonction de RY dans R différentiable. Pour § € RY avec ||d]|> suffisamment petit

F(x +8) = F(x) + 5'Vxf + o(||8]l2)

y
Algorithme du gradient
Choix d'une variation § de x telle que f(x +4) < f(x) :
Sopt = ~Vxf = f(x+bopt) = F(x) + (=nVx ) Vf = f(x) = nl|Vxf| < F(x)
Algorithme itératif (3 pas constant n) a partir d’une condition initiale xp :
Xer1 = Xt —NVxf(xt), t=1,2,... )
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Méthode d’optimisation Algorithme par descente de gradient

Exemple

e Pour a,b> 0, minimiser f(xi,x) = ax? + bx? = solution = (0,0)

e Gradient Vxf = (2axy,2bxy)* nulle sur la solution

o Matrice Hessienne V2f est la matrice diagonale diag(2a,2b) s.d.p. (symétrique définie
positive) puisque a, b > 0 par hypothése

e Remarque : si a # b le gradient ne pointe pas directement vers la solution (0,0). Les courbes
isocolit f(x1,x2) = Constante sont des ellipses et pas des cercles.

Important

e Convergence que vers un minimum local et non pas global. Mais ce n'est pas le plus gros
probléme en machine learning (on verra que la minimisation de la loss function sur les données
d’apprentissage n'est pas |'objectif principal).

o Comment choisir le pas du gradient n? Des méthodes existent pour adapter le pas du gradient
(learning rate) comme I'optimiseur Adam dans TensorFlow.
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Variables aléatoires et estimation FAVELEEEILEREIE

Variable aléatoire

e Notation : X variable aléatoire a valeurs notées x dans X.

Variable aléatoire discrete a valeurs dans X = {xq,xo, ...} (dénombrable fini ou non)
o Loi de probabilité p(x) = P(X = x) avec Y, x p(x) =1

@ X ensemble de labels : {labrador, caniche, teckel,...} ou de nombres : {0,1}

o X ={0,1}, loi de Bernoulli B(1,0) p(x|0) = 0*(1-0)'*

e X ={0,1,...,n}, loi binomiale B(n,0) := Y7, B(1,0) p(x|0)=Cy6*(1-6)"*

Variable aléatoire réelle a densité dans X c R

o Loi de probabilité P(X < x) = Fx(x) fonction de répartition, monotone, croissante
o Densité de probabilité p(x) :

OF;
p(x) % >0 (condition d’existence)
X
b
P(a<X<b) = Fx(b)-Fx(a)= [ p(x)dx
a
L Gew?
o Loi normale N'(p,02), X =R, p(x|p,0?)= —e 202

4
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Variables aléatoires et estimation Couples de variables aléatoires

Couple de variables aléatoires

Discretes a Densité
(X,Y) dans X x Y dénombrables (X,Y) dans X x J e R?
Loi jointe : Loi jointe :
p(x,y)=P(X=x,Y =y) P(X < x, Y <y) = Fonction de répartition F(x,y)
Densité p(x,y) = %F(x,y)
Lois marginales : Lois marginales :

P(X =x) = p(x) = Byep P(x,y) || F(x) = P(X <, < o0)

P(Y =y) = p(y) = Zvex P(x,¥) F(y) =P(X <00,V <y)
Densités marginales

p(x) = gF(X) = [ p(x,y)dy
P(y) = 5, F(y) = [ p(x,y)dx

Lois conditionnelles (Bayes) : Densites condltlonnelles (Bayes) :
P(Y = y|X =x) = p(ylx) = &2 || p(y]x) = 252
_ = ) = _ PCuy) PCGY).
P(X =x|Y =y) = p(xly) = () p(xly) = on
Indépendance : Indépendance :
p(x,y) = p(x)p(y) p(x,y) = p(x)p(y)

F(x,y) = F()F(y)

@ Pour simplifier : dans les 2 cas (variables discretes ou a densité) notations similaires

o toutes les lois et densités sont notées respectivement par F() et p()
o distinction explicite en fonction des arguments de F() et p()
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Variables aléatoires et estimation Statistiques - Estimateurs

Echantillon

Un n-échantillon (x(, x(® ... x(M) obtenu par tirages aléatoires (i.i.d.) d'une loi X inconnue

o tirages i.i.d. : indépendants, identiquement distribués (issus de la méme loi)

Inférence statistique

Estimer certaines caractéristiques de la loi X (moyenne, variance, quantiles) ou les parameétres 6
inconnus de sa loi/densité p(x|0) (familles de lois supposée/connue)

@ notation conditionnelle x|f fait apparaitre la dépendance de la loi en fonction du paramétre 6.
v

Statistique
Une statistique S, est une fonction des n valeurs du n-échantillon — sn(x(l),x(z), . ,x(”))
o n-échantillon est aléatoire — S, = (X1, X@) . X (M) est une variable aléatoire

Estimateur — estimation
Estimateur = statistique estimant les caractéristiques de X ou les paramétres 0 de sa loi/densité

o estimateur de E(X) par la moyenne empirique S, = X, = % > X

@ estimation = une réalisation aléatoire de |'estimateur s, = X, = %Z,’Ll x()
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Vraisemblance
Dy = {xW x@ . x(MY un n-échantillon (i.i.d.) de X ~ p(x|#) ol 6 inconnu. La vraisemblance
de 0 conditionnellement au n-échantillon est définie par :
n .
L(6|Dn) = Hp(x(’)|0) , compte tenu de 1’indépendance des tirages
i=1

e La vraisemblance quantifie la probabilité de la réalisation du n-échantillon en fonction de 6.

Estimateur par maximum de vraisemblance

L'estimateur de 6 par maximum de vraisemblance est la valeur qui maximise la vraisemblance :

A 0 9?2 A
0 =arg max L(6|Dy) conditions nécessaires : %L(9|D) =0 et ﬁL(ﬂD) <0 en @

Propriéte du maximum de vraisemblance

Lorsque I'estimateur existe, sa loi asymptotique est normale, sans biais et il est efficace (variance
minimale atteinte (borne de Cramér-Rao))

o exemple pour la loi normale X ~ A (u,02). Dans ce cas 6 = (u1,0?) :

(B)((5)(5 %))
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Estimateur par maximum de vraisemblance Exemples sur quelques lois

Estimateur par maximum de vraisemblance pour une loi de Bernoulli

Soit Dy = {xM,x® . x(M} un n-échantillon (i.i.d) d’une loi de Bernoulli X ~ B(1,6).
Les x(¥) sont dans {0,1}, P(X =1) =6 et P(X =0) =1 - 6. On a donc :

P(X = x) = p(x|6) = (1 - 6)"
La vraisemblance de 6 conditionnellement a I'échantillon D est :

oo NO)
L(OIDn) =TT 6°  (1-6)*
k=1

Considérons la fonction log-vraisemblance (plus facile 3 manipuler pour le calcul du maximum) :

£(8]Dn) = InL(8]Dy) = Y [xF log 6 + (1 - x1)) log(1 - 6)]
k

0 n x(K) 1 - x(k)
—0(6|Dn) = 3
69@(9\ n) [

X7 NOR
& 1-0 9(1 0) & Z( %

2Z(é|D ):0:§:lznzx(k)
a0 ! nf

On vérifie la condition du maximum m€(0|Dn)) <0

On retrouve |'estimateur classique de la moyenne empirique.
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Estimateur par maximum de vraisemblance Exemples sur quelques lois

Estimateur par maximum de vraisemblance pour une loi normale

Soit Dy = {xM),x@ .. x(M} un n-échantillon (i.i.d) d’une loi normale X ~ N (1, ?).

1

2
p(x|p,0%) =

| V2mo

La vraisemblance de (u,02) conditionnellement & I'échantillon Dj, est :

(X(k) -p)?
L(p,0°|Dp
(l" I ) H 702 202
Considérons la moins log-vraisemblance a minimiser par rapport aux variables (u,az) :
1 k) _ )2
£(0|Dn) = Zk: > In(o2) + % + Constante
2 41, 0?Dn) = - 3 ¥ =), L(p,0?Dr) =0 = o= L 30 X0
op k=1 op n iz
O v oD o ST E C L0y O D = _ 10 _gy2
5 €(1,0%|Dn) e Y[ = — (¥ - 2], Z(u, D) =0= 2= 23 (<9 - p)
o k=1 O g nj=1

On vérifie les conditions du minimum %Z(ﬁ,qun) >0 et 804£(/,L,0’2|Dn) >0

On retrouve les estimateurs classiques de la moyenne et la variance empirique.
v
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Estimateur par maximum de vraisemblance Exemples sur quelques lois

Loi catégorielle/multinoulli a p catégories/valeurs

Généralisation de la loi de Bernoulli — exemple d'un lancer d’'un dé a 6 faces
X loi multinoulli dans X = {x1,x2,...,x,} avec P(X = x;) = 0; et Zf’zl 0;=1.

Définition : codage binaire m parmi p

Un code m parmi p est un code a p bits dont m bits sont a 1, les autres a 0.

Application a la loi multinoulli : Codage binaire 1 parmi p (encodage one-hot)

Toute catégorie x € X’ sera codée par le vecteur y a p composantes toutes nulles sauf une
composante a 1 codant le rang de x dans X — y € {0,1}P et ||y|l1 = 1.
Exemple du dé 3 6 faces : "3" associé a la 3™ catégorie est codé par y = (0,0,1,0,0,0).

Probabilité d'une loi multinoulli a p catégories de paramétres 0.

P(X =x;)=0; pour i=1,2,...,p

p
VxeX P(X=x)=P(Y=y)=[]67
i=1
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Estimateur par maximum de vraisemblance Exemples sur quelques lois

Vraisemblance d'une loi multinoulli

Soit {x(,x@ ... x(M} un n-échantillon (i.i.d) d'une loi mulitinoulli de paramétres O[1:p] -
Codage 1 parmi p — n-échantillon de Y : D, = {y®,y@ . v(M} oy k) e {0, 1}P.
La vraisemblance des parameétres 9[1:p] conditionnellement a I'échantillon D, s’exprime par :

n p y_(k)
L(61,62,...,0p|Dn) = TTTT6;
k=1i=1

D’ou la log-vraisemblance :

n p (k
(61,05, ...,05|Dn) =ZZ ®) Ing;

Et en notant n; le nombre d'occurences de la catégorie x; parmi n :

n

P
=y = 0(61,02,...,00Dn) = Y niIn6;
k=1 i=1
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Estimateur par maximum de vraisemblance Exemples sur quelques lois

Estimateur par maximum de vraisemblance des parametres d'une loi multinoulli

Maximisation de la log-vraisemblance sous la contrainte Zf:l 6; =1 — Lagrangien

P
5(91,92,...,9,,) = 6(91,92,...,GP|DH)+>\(29;—1)
i=1

/2 /2
Zn;ln@; +)\(29,‘ —1)
i=1 i=1

Calcul des gradients du lagrangien :

9 i
8—0i£(61,02,...,9p)=g—i+)\, pour tout i=1,2,...,p

Des conditions d'optimalité, on déduit :

P
n; n n n g N
viiTirsom D2 T Zml_,
0; 1 02 Op  Xi_10i
D’ou
nj .
0j=—, pour i=1,2,...,p
n

On retrouve |'estimateur classique de la moyenne empirique.
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Apprentissage supervisé Interprétation probabiliste

Bases de données

Un ensemble de données D, = {(x(1), y(1) (x@y @Y . (x(M (M)} représentant une
corrélation/liaison fonctionnelle entre les composantes des couples (x(%), y(K)),

Zéro Un Deux Trois Quatre Cing Six Sept Huit Neuf
Base MNIST
(drosophile de I'lA) -
X := images
y := chiffres

Interprétation probabiliste

Chaque (x(k),y(k)) est interprété comme réalisation d'un couple de variables aléatoires (X, Y) et
vu comme exemple de dépendances entre les variables X et Y (copule en théorie des probabilités)
Base d'exemples D, vu comme un n-échantillon (i.i.d.) issu de la loi jointe (X, Y).

On note p(x,y), p(x), p(y|x) respectivement la loi/densité jointe de (X, Y), la marginale de X
et la conditionnelle de Y|X = x. Rappel de la régle de Bayes :

) = P(X’y)
p(y|x) ()
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Apprentissage supervisé Maximum de vraisemblance d’un modele

Vraisemblance d'un modele d'une loi conditionnelle

La loi/densité conditionnelle p(y|x) inconnue.
Approximation par un modele/fonction p(y|x,w), paramétres w a estimer.
Vraisemblance des parameétres w conditionnellement au choix du modele et aux données

Dn = {(x®,yD), (x@,y@), . (x(M,y(M)}

L(w|Dn) = T PGy @ x5, w)

Apprentissage supervisé du modele

L'apprentissage supervisé du modele de la probabilité conditionnelle vise a rechercher les valeurs
w qui maximisent la vraisemblance.

Equivalence a la minimisation de la moins log-vraisemblance appelée loss function? :

£(w|Dn) In p(y x5, w)

n
k=1
w

argmin£(w|Dy)
w

Dans le cas général, la recherche de w s'effectue par des algorithmes d’optimisation de type
descente de gradients de la loss function (6w o< =V £(w|Dp)).

a. On reviendra sur cette hypothése pour pallier les risques de surapprentissage.
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Apprentissage supervisé Exemples sur quelques lois

Modele de la loi de Bernoulli B(1,60(x))

Probabilité conditionnelle p(y = 1|x) = 6(x) fonction de x a valeurs dans [0,1] inconnue :

plylx) = 6(x)Y(1-0(x)*

Approximation de la probabilité conditionnelle 6(x) par f(x,w) € [0, 1].

plyb,w) = Flx,w) (1= f(w, %))
: T Gy v
Vraisemblance L(w|D,) = [[f(x",w)" "(1-f(x"",w))
k=1

n

loss function &(w|D,) = —InL(w|Dy) == y®inf(x¥, w)+ (1 -y® )@ - F(x*,w))
k=1

estimateur w = argmin{(w|D,)
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Apprentissage supervisé Exemples sur quelques lois

Modele de loi normale A'(1(x),0?) (hypothése d’homoscédasticité)

Données D, = {(x(l),y(l))7 (X(Z) s y(z)), A (X("),y("))} issues du modele probabiliste :

y(x) = u(x) + £
déterministe aléatoire A (0,02)
plo?) = oxp- = 1(x))?
’ V2no? 202
Approximation de la fonction moyenne p(x) par f(x,w) € R.
ool - L e = fEw)
o V2mo? 202
B O _ f(x®) | )2
Vraisemblance L(w,o’2|D,,) = exp — 4 (X2 w))
k=1 V202 20
1 n
loss function £&(w,o’|D,) = —InL(w,o’|D,) o< nino”+ = Z(y(k) - f(x(k), w))?
0% k=1
estimateur (W,02) = arg min2 Z(W,02|D,,)
n
=W = argmin Z(y(k) - f(x(k)7 w))? : moindres carrés !!
w =
- 1.
@2 = Y-, w))?

n k=1
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Apprentissage supervisé Exemples sur quelques lois

Modele de loi normale NV (u(x),o?(x))
Données D, = {(x(l),y(l))7 (x(2)7y(2)), A (x("),y("))} issues du modele probabiliste :

y(x) = u(x) + e(x)
N ——
déterministe a1gatoire N(0,02(x))
1 uo)

plylx) = S (X)ep 202(x)

Approximation de la moyenne (x) par fi(x,w;) € R et de la variance o (x) par fa(x, wz) € RT.

p(ylx, wi, wa) L o (Y =G0 w))?
o 2mh (x, wa) 26 (x, w2)
1 (y(k)_fl(X(k),Wl))z

=

Vraisemblance L(wj, ws|D, = exp—
(v velBr) 1 \/2r B (<P, wy) TACCR)

n (k)_f(x(k) W))Z
In £(x®. (y 1 , Wi
Z:l nfh(x" wo) + TRy

R

loss function £(wi,ws|D,)

estimateur (Wi, Wn) arg min £(wyi, wz|D,)
wy ,wo

24-26 mai 2023
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Apprentissage supervisé Exemples sur quelques lois

Modele de loi catégorielle/multinoulli avec probabilités 6[1.,)(x)

Données D, = {(x,y®), (x@,y®), ... (x™,y(M)} avec codage 1 parmi p des y*).
On note par €; le codage des p classes (base canonique de R”) et 6;(x) la probabilité conditionnelle de la classe

codée par ¢ :
p(y = eilx) = 0i(x) € [0,1]°

On a ¥ 6;(x) =1 et pour tout y, la probabilité conditionnelle s’exprime par :

jam

Pk = T10:(x)"

i

Il
-

Approximation de 6;(x) par fi(x,w) € [0,1] avec 3P | fi(x,w) = 1.

P
plylx,w) = TTfi(x,w)”
i=1
L PN IRN
Vraisemblance L(w|D,) = T[[[Ifi(x"",w)’i
k=1i=1
S (K) *)
loss function £(w|D,) = —InL(w|Dy)=-> >y Infi(x",w)
—1i-1
estimateur w = argmin{(w|D,)
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Apprentissage supervisé Exemples sur quelques lois

Lois de Bernoulli indépendantes de probabilités 0[y.,)(x)

Exemple d’un lancer de p piéces ol chacune des probabilités 0;(x) est une fonction de x.

Données D, = {(x,y®), (x@,y@), ... (xM,y™M)} y& € {0,1}" (# codage 1 parmi p).
Compte tenu de I'indépendance des p lois de Bernoulli :

pylx) = f{p(m =TT 6100 (1 - 6,60)™

i=1

Approximation des 0;(x) par fi(x, w;) € [0,1]. Posons w := (wi, wa,...,w,).
plbow) = TTA0w) (@~ fiGew)™

i=1

Vraisemblance L(w|D,) = ﬁ IEI l",-(x(k)7 W)'Vi(k) (1- f,-(x(k), W))lf’vi(k)
k=1i=1

loss function £(w|D;) = —InL(wD))=-3% YOI f(x® wy + (1 -y @) In(1 - £(xP, w))

k=1i=1
estimateur w = argmminl(w|D")
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Apprentissage supervisé Régression logistique

Exemple : classification supervisée a 2 classes (1/3)

Classer un élément x € R? dans une des 2 classes notées wi,wo. J

Formule de Bayes définissant la probabilité a posteriori p(wi|x) en fonction de la densité de
probabilité conditionnelle p(x|w1) et de la probabilité a priori P(w1) :

p(x|w1)P(ws)

PP (ar) + () By’ P20 =1 (k)

p(wilx)
e Hypothese : densités de probabilité conditionnelles p(x|w;) issues de lois normales a d

composantes non corrélées de moyenne ,u(’) ¢ R? et de méme variance o

1 o=

p(x|wi) = (27")7‘7‘16 202 i=1,2

On en déduit (exercice) la densité de probabilité a posteriori p(wi|x) :

1
p(wi|x) ) := fonction logistique de (w'x+ wp)
@ -, @12 = [)1D2 P
oo B0 OB IWOB | P
a2 202 P(ws)
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Apprentissage supervisé Régression logistique

Exemple : classification supervisée a 2 classes (2/3)

@ séparatrice définie par les points x tels que
p(wi|x) = p(wa2|x) =0.5 > wix+wp =0

o cas x € R? et P(wy) = P(w>)
o séparatrice = médiatrice du segment p1 — 2

Sepdratrice

iso-densite

Lien avec la régression logistique

Reformulation de la densité de probabilité a posteriori

1

_n PAIw1)P(wy)
1+e PKw)P(wr)

p(wilx) =

La régression logistique est définie par le modeéle suivant :
o PXIwDP(w1)

p(x|w2)P(w2)

—_

fonction Logit

wix +wp = p(wi|x) =

1
1 + e~ (whxtwg)

Régression logistique équivalente au classifieur optimal de Bayes lorsque les distributions statistiques des
catégories/classes suivent des lois normales non corrélées de méme variance N (u, o2ly) (homoscédasticité)

D’ou I'intérét de la fonction logistique pour coder les probabilités a posteriori.

4
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Apprentissage supervisé Régression logistique

Exemple : classification supervisée a 2 classes (3/3)

Parametres uV, 1?52 et probabilités a priori P(w; ), P(w2) inconnues.

Les paramétres du modeéle de la régression logistique sont estimés par maximum de vraisemblance

conditionnellement & I'échantillon D, = {(x{

Pour simplifier, on redéfinit x := (1,x) et w := (wp, w). On a :
1
modéle p(y =1|x,w) = f(x,w)=—"
1+ewx
n
loss function {(w|D,) = - y(k) In f(x(k)7 w)+ (1- y(k)) In(1- f(x(k)7 w))
k=1
W t (k t, (k
= Y y®m@a+e™ 0y (1= y @) in(1+ )
k=1
(exercice) = V,{4(w|D,) = [f(x(k), w) —y(k)]x(k) (colinéarité)
k=1
® Pour chaque exemple la colinéarité du gradient avec I'entrée x5 (les non linéarités, celle du modele et

celle de la loss function, se compensent dans le calcul du gradient).
© Facile 3 coder (TP). En notant Xy, la matrice de lignes x) ¢ RY et (f —y) € R” le vecteur de

composantes (1‘(x(k)7 w) — y(k)) g

D y®), (x2,y@), . (x, y MYy

Vwl(w|Dp) = X(f - y)
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Apprentissage supervisé Régression logistique

Exemple : classification supervisée a p classes

Classer un élément caractérisé par x € RY dans une des p classes notées wy,ws, ..., wp.
Cas équivalent a une loi catégorielle/multinoulli (codage 1 parmi p) de probabilité conditionnelle p(y = ej|x)
(ot e; codage des p catégories, base canonique de RP).
Généralisation du modele de la régression logistique a p catégories/classes — fonction SoftMax.
1 2
(w( ),w( )’ o W(p))

xtw(D

w =

P
——— €[0,1] et fi(x,w) =1
Zfz extW(J) ;

(k)

n P
&) )i
W i

EQ

n P
L(w|D, )——ZZ (k) Inf(x(k) w)
k=1i=

fi(x,w) =

P(y = eilx, w)

vraisemblance L(w|D,)

loss function £(w|D,)
(exercice) ﬁvw(,‘)e(wan) = Z[f(x( )7w y( )] (k)7 i=1,2,...,p

® Pour chaque exemple colinéarité du gradient avec |'entrée <1 (les non linéarités, celle des p modéles et
celle de la loss function, se compensent dans le calcul des gradients).

® Facile a coder (TP). Xyx, la matrice de colonnes x) e RY, A € R" la matrice n x p d'éléments

(F(xD, w)j — yj(')), les gradients V,,£(w|D,) (matrice d x p) s’expriment par :

Vwl(w|Dp) = XA
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Apprentissage supervisé Régression linéaire

Modele linéaire

Données D, = {(x®,y®) (x@,y@), ... (x™,yM)} ot x e R, y e R.

Exemple de I'approximation d’'une fonction de R? >R par la fonction f(x, w)

On modélise I'écart [f(x,w) — y] par une loi gaussienne € ~ N/(0, 02).

Cas vu précédemment de I'approximation d'une loi normale y ~ A/ (u(x), 02)
Approximation de la moyenne p(x) par f(x,w) forme linéaire de p régresseurs h[hp](x).

f(x, w) zp: w;hi(x) = w'h(x)
=

(I, w) 1 (w'h(x) - y)?
p(ylx, w exp—
V2mwo? 202

I1pG P x*, w)
k=1

vraisemblance L(w|D,)

Soit H la matrice n x p d'éléments H;; = hj(x(i)) (rang plein) et y € R" de composantes y(i) :
loss function £(w|D,) o< ||[Hw -yl moindres carrés
. S = N - _ 1. 2
estimateurs : w = (H' H) H'y et o?=—||HWw -yl
n

Conseil : Premier régresseur hi(x) =1 — erreur moyenne nulle Zﬂzl(Wth(x(k)) —y(k)) =0
® Trivial a coder, formule explicite des estimateurs et cela quels que soient les régresseurs (fonctions de x).
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[CGITTeTeT e ERC [T U ETHIETRTET G EITL N INEEICM - ACP @ Analyse en composantes principales

Malédiction de la grande dimension

Complexité de la recherche d'un modéle de y = f(x) a partir d'une base de données liée a la
dimension des entrées

d

o exemple x € [0,1]9, n points par dimension — n? au total

o dans la base MNIST (images de chiffres codés sur 784 pixels par [0: 255] — x € 256784 1|

Projection sur la composante principale

Réduction de dimension R%
En grande dimension des liaisons entre composantes o W
de x — analyse et I'apprentissage simplifiés a o
condition de trouver le/un bon sous espace des x, o O
par exemple par une transformation linéaire o ‘
, <

Une solution : réduire la perte de I'approximation de . y\\'
I'inertie (mécanique), de la variance (statistique) du . e
nuage de points par : N <O

o ACP : Analyse en Composantes Principales, o 3,«"

o SVD : Décomposition en Valeurs Singuliéres, 1.

équivalente a I'’ACP sur des données centrées S L
o
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Réduction de dimension par tranformations linéaires [E\Y/DRNbIS ition en valeurs singulié

Singular Value Decomposition

Généralisation de la diagonalisation aux matrices rectangles. Toute matrice Xpxp Vérifie (n> p) :

X =USV!

@ V matrice (p x p) des vecteurs propres de X*X, orthogonale ViV = W' = loxp
@ U matrice (n x p)des p premiers vecteurs propres de XX, UtU = Ioxp
@ S matrice diagonale (p x p) des p valeurs singuliéres o; > 0
@ valeurs singuliéres, racines carrés des valeurs propres de X'X, ordonnées o1 > 05 > ... > op
@ rang de X (nbr de colonnes lin. ind.) est p si o, > 0 sinon est r — 1 si o, =0
v
Décomposition de la variance/inertie sur les vecteurs propres
2 2 L 2
X'X = VSU'USV'=VS*V'= Trace(X‘X)= Trace(S°) =Y o;
i=1
Données centrées = Inertie = nVar(X) = %, ; Xi%j = Trace(X'X) = X7, o?
Meilleure réduction de dimension (critere de la variance) de p — p’ (avec p’ < p) est la projection sur les p’
premiers vecteurs propres — axes principaux
Nouvelles coordonnées X = US = XV (u = Vx) ou X = U = XVS (u = ST V*x) (données réduites)
v
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IS SVD : Dé ition en valeurs singulié

Base MNIST : images de chiffres = matrices 28 x 28 pixels € {0,1,...,255}

Réduction de dimension par SVD : (x x®  x(M)t = X 7e4 = USV?
Images x € R projetées dans RP, p=1,2,4,8,16,32,64: % = (Vizgaxp)tx

0l /121314516]7]714
doodoooooo
ponoonoooon
10l71018[als]o]alil9
1017101814 516]7|719
10171213[-|5]6]7{7]9
10171213145 16]7{714
101/12131H]5]6]7]714
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Entropie

Entropie d'une variable aléatoire = mesure de son désordre dii a la variabilité de ses réalisations.
e Egale a la quantité d’information apportée par la connaissance de la variable.

Entropie de Shannon (variables discrétes)

L’entropie d’'une variable aléatoire discrete X € X avec P(X = x) = p(x) est définie par :

H(X) = - %P(X) In(p(x)) = ~Ex[In(p)]

Propriétés : 0 < H(X) < In|X| ol |X| est le cardinal de X : dé a 6 faces, équilibré H(X) = In(6).

Entropie différentielle (variables a densité)

L’entropie différentielle d'une variable aléatoire X a densité p(x) est définie par :

HX) == [ p(x) In(p(x))dx = ~Ex[In(p)]

Peut étre négative. Quelques exemples :
o loi uniforme U(a, b) : H(X) = In(b - a)
o loi normale NV (p,02) : H(X) = In[o\/27e]
o loi normale multivariée dans R" : N'(p, X) : H(X) = (1/2) In[(27e)"|Z|]

v
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@ Loi jointe Z:= (X,Y) : la variable aléatoire Z est définie par les caractéres X et Y aléatoires
o Visualisation des relations entre les entropies des différentes lois
> jointe p(z) := p(x,y), marginales p(x), p(y), conditionnelles p(y|x), p(x|y))

H{(X.Y)
H(X)
H{Y)
HX]Y) IXY) H{Y[X)
Entropie conditionnelle Information mutuelle Entropie conditionnelle
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Poursuivre I'aventure ...

ritéres pour 'apprentissage

e Loi jointe Z := (X, Y), la variable aléatoire Z est définie par les caractéres X et Y aléatoires
e Entropie conditionnelle H(Y|X) : la moyenne sur X de I'entropie de la variable conditionnelle Y|X = x

H(Y|X) = ExH(Y|X = x) = H(Y|X) = H((X, Y¥)) - H(X)

L’entropie de la loi jointe (X, Y) qu'il reste aprés avoir retiré celle de la loi marginale X

e Information mutuelle /(X, Y) : une mesure de leur dépendance probabiliste. Sur une des 2 variables, elle quantifie la réduction
d’entropie apportée par la connaisssance de |'autre variable

1(X, Y) = H(Y) = H(Y|X) = H(X) = H(X|Y) = I(X, Y) = H(X) + H(Y) = H((X, Y))

Gain d'information apportée par la connaissance d'une variable sur I'autre. Noter la symétrie!!!

e Divergence de Kullback-Leibler entre 2 lois de probabilité P, Q : une mesure de leur dissimilarité.

p(x) . .
Dk (PlIQ) = fx p(x)In s dx >0, non symétrique, =0 ssi P=Q

e Entropie croisée entre 2 lois de probabilité P, Q :

H(P,Q) = - fx () In q(x)dx = (s In (x)
H(P, Q) = Dk (PlQ) +H(P)
—— ———
entropie croisée divergence KL

e Divergence de Jensen-Shanon entre 2 lois de probabilité P, Q : une mesure de leur dissimilarité (utilisée pour I'apprentissage des
modeles génératifs, les GANSs).

1 P+Q 1 P+Q .
Ds(PIQ) = EDKL(P”T) 4 EDKL(Q”T) €[0,In2] symétrique

v
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Poursuivre I'aventure ... Criteres pour |'apprentissage

Apprentissage supervisé par minimisation de |I'entropie croisée

Soit un modele p(y|x, w) inféré par apprentissage supervisé a partir d'un n-échantillon D, = {(x(k),y(k))[l:,,]}.
L’estimation des parameétres w par maximum de vraisemblance est la valeur qui minimise la loss function :

n
WD) = =3 inp(y®x®,w)
k=1

On peut interpréter la loss function par la moyenne empirique de la fonction In p(y|x, w) sur les données tirées
uniformément du n-échantillon D, (au facteur 1/n prés). Notons :

® Pgonnses(D,) |2 distribution statistique des données (x, y)

@ Puodere(w) Celle inférée par le modele p(y|x, w)

Z(W‘Dn) = _]E(X’y)dionnées(D") In Prodele(w) (Xi Y)

Entropie croisée : Pdonnées(Dp) XPnodale(w) (x,y)

Equivalence entre la moins log vraisemblance et |'entropie croisée entre la distribution des données et celle
inférée par le modele aussi bien en classification supervisée qu’en régression.

L(w|Dy) = H(pdonnées(Dn)a pmodéle(w))
De la relation entre |'entropie croisée et la divergence de Kullback-Liebler, on a :
L(w|Dy) = DKL(pdormées(Dn)Hpmodéle(w)) + H(pdonnées(Dn))

= arg mmiln L(w|Dy) = arg mmin DKL(pdonnées(Dn) ”pmodéle(w))

Les estimateurs par maximum de vraisemblance, par minimisation de I'entropie croisée ou de la divergence de
Kullback-Leibler sont donc équivalents.

V.
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Poursuivre I'aventure ... Entropie conditionnelle

Entropie conditionnelle

Soit la loi jointe (X, Y). L'entropie conditionnelle H(Y|X) est I'espérance de |'entropie de la loi

conditionnelle Y|X = x.
H(Y|X) =ExH(Y|X = x)

v
Théoreme
H(Y|X) = H((X, Y)) - H(X) )
Démonstration
Par définition I'entropie conditionnelle H(Y|X = x) est I'entropie de la loi Y|X = x. Soient
p(x,y), p(x), p(y|x) les densités respectives de la loi jointe, marginale et conditionnelle
ExH(YIX =) = Ex [ pOb)m(e(vb))dy == [ p(ylx)In(p(y1x))p(x)didy
p(x,y)
= = f p(x,y) In(p(y|x))dxdy = - f p(x,y) In ——=dxdy
X,y X,y p(x)
= [, PGy (et y)dsdy + [ p(x,y) In(p(x)) ey
= = [ ey npx,y))dxdy + [ p(x)In(p(x))dx
x.y x
H((X,Y)) —H(X)
v
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Poursuivre I'aventure ... Information mutuelle

Information mutuelle

L'information mutuelle /(X, Y) de 2 variables aléatoires est une mesure de leur dépendance
probabiliste. Sur une des 2 variables, elle quantifie la réduction d’entropie apportée par la
connaisssance de |'autre variable

I(X,Y) =H(Y) = H(Y|X) = H(X) - H(X|Y)

On en déduit facilement la seconde formulation /(X,Y) = H(X) + H(Y) - H((X,Y))

v
Théoreme
p(x,y)
106GY) = [ ploy)in -2 dy
p(x)p(y)
Propriété : [(X,Y)>0et I(X,Y)=0<«= X 1Y (indépendance)
v
Démonstration
I(X,y) = f p(x,y) Inp(x, y)dxdy — f p(x,y)(Inp(x) +Inp(y))dxdy
X,y L4
= [ pGoyyinpCeyydxdy = [ p(OpG)InpGOddy = [ p(xly)p(y) Inply)dxdy
X,y X,y X,y
= [ pGoy)inpCe yydxdy— [ pG)inp(dx= [ p(y)Inp(y)dy
X,y x y
—
—H((X,Y)) H(X) H(Y)
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Poursuivre I'aventure ... Information mutuelle

Information mutuelle entre lois gaussiennes

@ Soient 2 vecteurs gaussiens (X, Y) de loi :

X Bx Yx  Xxy
~N , =N(p,x
()0 ) (2 2 ))vem
o L’information mutuelle de X et de Y se déduit a partir de la formule de I'entropie d'une loi
normale multivariée H(X) = (1/2) In[(27e)"|X]]

[Zx[|Zy
n 1=xlizy]

(X, Y) = 1
2 px

@ On vérifie que si les vecteurs X et Y ne sont pas corrélés (Xxy =0 — |X| = |[Zx||Xy])
I'information mutuelle est nulle, les variables sont donc indépendantes. En effet dans le cas
gaussien il y a équivalence entre indépendance et non corrélation

@ Dans le cas a 2 dimensions, I'information mutuelle s’exprime en fonction du coefficient de

corrélation
( v ) (( oy ) ( " e ))
v ~N , 5
By poxoy Oy

1

1
I(X,Y)zilnm

@ Dans ce cas, I'information mutuelle est nulle lorsque le coefficient de corrélationn est nul
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Divergence de Kullback-Leibler

La divergence de Kullback-Leibler entre 2 lois de probabilité P et Q est une mesure de leur
dissimilarité.

p(x)
D (PI@) = [ p(x)1n et

e Attention ce n’est pas une distance car non symétrique
o Dy (P||Q) > 0 avec égalité si et seulement si P = Q (preque partout)

Théoreme : relation entre divergence de Kullback-Liebler et information mutuelle

Soient (X, Y') deux variables alétoires de loi jointe p(x,y) et de lois marginales p(x), p(y) :

1(X,Y) = D (p(x, Y)lp(x)p(y))

L'information mutuelle de 2 variables X et Y est donc égale a la divergence de Kullback-Leibler
entre la loi jointe (X, Y) et la loi produit des 2 lois marginales X et Y.

v
Démonstration
Evident par définition de I'information mutuelle :
106Y) = [ pGayyin PE g
Xy p(x)p(y)
Dy (PC;))lp(x)p(y))
v
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(ZUTETVCRIEVEL T Entropie croisée

Entropie croisée

L'entropie croisée entre 2 lois de probabilité P et Q est définie par :

H(P,Q) = = [ p(x)Ina(x)dx = ~Ep() Inq(x)

e Attention a la non symétrie et a sa notation pour la distinguer de la loi jointe notée H((P, Q)).
v

Théoreme : relation entre divergence de Kullback-Liebler et entropie croisée

H(P, Q) = H(P) + Dk (P||Q)

Démonstration

Da(PI@) = [ pGomn ZEX de= [ p()np()dx— [ p()Inq(x)dx

-H(P) H(P,Q)
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Poursuivre I'aventure ... Divergence de Jensen-Shannon

o Divergence Kullback-Leibler comme critére en apprentissage supervisé

@ Pour les modeles génératifs comme les GANs (Generative Adversial Networks), le critere a
minimiser par le Générateur est la divergence de Jensen-Shannon (hyp. Discriminateur
optimal)

Divergence de Jensen-Shannon

La divergence Jensen-Shannon est une version symétrisée et lissée de la divergence de

Kullback-Leibler p Q p Q
+ +
D,s(PlQ) = -DKL(PH )= DKL(Q”

)

Propriété

Ds(P||Q) € [0,In2] et Dys(P||Q) = H(E£Q) — HPLH(Q)

Démonstration

Dys(PlIQ)

2p(x) 1 2q(x)
2[p<x>| "o v ot ))dx+5[q<x>ln(m)dx

< 5_/-p(x)ln(2)dx+ffq(x)ln(2)dx—|n2

_ / p(x) +q(x) In( p(x) +q(x)
2 2

H(EE) ~H(p) “H(q)

)dx+5 / p(x)ln(p(x))dm% [ aGx)in(at))dx
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Exercice page 31

Probabilité a posteriori de la classe w; sachant x :

per]x) p(x|wi)P(w1) _ 1
p(x|w1)P(w1) + p(x|w2)P(wp) 14 PXIw2)P(w2)
p(xJw1)P(w1)

Rapport des probabilités conditionnelles x probabilités a priori :

poknPlwn) b - WP Pwn)
p(x|w1)P(w1) 202 202 P(w1)
= el (Il + DR 26 D — [ ~ e @R + 2x 4 ) + In &2
202 P(w1)
1 _ 2 @112 Z (1,12
et W0 PP O | B
o2 202 P(w?)
| S —
w WO
1

= plwrlx) =

1+ e—(xtw+wo)
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EMYCHIEVENTICIEN  Solutions des exercices

Exercice page 33

Pour simplifier, considérons la loss function conditionnellement a un seul exemple (x,y)

e(wlx, y)

= (. )

yin(l+e™ )+ (1-y)In(l+e¥™)
t t

W X XeWX
1-y)—uo
( y)(1+ewtx)

—Xe N
T iven)

[F(xw) —ylx

e On retrouve I'heuristique de Rosenblatt!! Le gradient est colinéaire a I'entrée x.
e Et en considérant tous les exemples de la base d'apprentissage D), = {(x(k),y(k)), k=1,...,n}:

e}
EE(MDn) =
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Exercice page 34

Pour simplifier, considérons la loss function conditionnellement a un seul exemple (x,y) et posons

S(w) = Zi:l eXtW(k).
p XtW(J)
Uwlx,y) = =D yInfi(x,w) = Zyj
1 j=1 5( )
5 P
Fu ) = 5l S ~InS(w)]
Xfw()
T ow (,)Y,| B (:) ZyjlnS(W)
o0 0y _ o
_y,mx w FW0] InS(w) ny
H,_,
=1
oxtw®
—yix + x——— = —yix + xfi(x,w) = [ (x,w) — yi]x
5(w)
e On retrouve la méme formule que le cas précédent avec 2 classes.
e En considérant tous les exemples de la base d’apprentissage D, = {(x(k),y(k)), k=1,...,n}:
8 n
P . - - (5 (K) _ (R, (k)
Pour /—1727---7P~ 8 (’)E(Wan - kz=:1[f,(x 7W) y,‘ ]X
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Deux classes {wi, wp} d'individus caractérisés par x € RY. Loi conditionnelle P(x|w;) modélise la variabilité des individus au sein
de la classe w;. Cette loi est supposée normale mutivariée de dimension d :

B(xlw;) =

1 1 te-1
W”P*E(X*M) I (x—wp)

La probabilité a posteriori P(w1|x) (probabilité conditionelle de la classe wj sachant x) est donnée par la formule de Bayes en
fonction des probabilités a priori P(wi),P(wp)

P(x|w1)P(w1)

P(wq|x
(ko F(xlon) E(wn) + (xlw2) F(w2)
1
- P(x|wp)P(wp)
14 Slonton)
P(xlw2)P(wp)  P(wp)|E1]'? 1 — -
FoDPe) | Plon exp[—i((x—uz) 5 (x = p2) = (x=p1) Ty (x = pa)]

1 _ _
- exp[—§<<x—uz>*z;(x—m> - (= p)'E N (x = p1)) +n

1ot o1 o1 te—1 te—1 te-1 _  te-1
eXP[—E(X (557 =Xy )x+ppXy o — g By g = 2(pp Xy — Xy )x) +1n

P(wp)|E1 M2
P(wy)|T, M2

P(wy) [T, 12

Les termes quadratiques s'annulent pour X1 =¥ :

P(x|wz)P(w2)
P(x|w1)P(w1)

= P(w1lx)

P(wp)|51 2
P(wy)|o |12
b e —piT | BTl

2 P(wp)|x1[1/2

1 -1 -1 -1 -1
EXP[_E(I—L;zz p2 = Ty pn —2(us¥5 - piT)x) +n

te—1 te—1
exp—[(p1Xy" = ppXp ) x+
N
w

wo

1
1 + e—(wix+w0)
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