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Introduction

Quelques remarques préliminaires
@ Pas un expert, plus le point de vue d'un utilisateur...

@ Un grand nombre de slides de cette présentation sont empruntés a Antje
Putze.
@ Voir les références a la fin de la présentation.

Parti pris de I'introduction

e MCMC : "simple" générateur de nombres pseudo-aléatoires
multidimensionnel.

@ A quoi ¢a peut servir : Méthode MC, Marginalisation d’'une PDF.

@ A quoi ca sert le plus : Analyse Bayésienne Marginalisation de la PDF
P(6| data)
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MCMC : Principes Générateurs

Générateur de VA a 1 dimension

La problématique

Construire un générateur d'une variable aléatoire dont la PDF est donnée par f(x)
a partir d'un générateur uniforme : ingrédient de base des méthodes Monte-Carlo

y

Deux techniques classiques

o Méthode de la réjection : génération
uniforme de points (x, y) et réjection des
points y > f(x)

@ Méthode de la transformation inverse :
F(x) = f f(x)dx
x=F- (u) ou u = unif(0, 1)

v
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MCMC : Principes Générateurs

Générateur de VA a3 m dimensions

La problématique

construire un générateur de m variables aléatoires dont la PDF jointe est donnée
par f(X) ou X = (x1,...,Xm)a partir d'un générateur uniforme.

On peut toujours utiliser les deux techniques classiques
o Méthode de la réjection = Acceptation trés faible : probléme d'efficacité dés
que m est grand ( ~ 1/a™)
@ Méthode de la transformation il faut calculer (et stoker en mémoire) :

o f(x1) (et stocker F(x1)) pour générer xq

o f(x2|x1) (et stocker F(x2|x1) pour chaque x1) pour générer xz

o f(xi| xi—1...x1) (et stocker F((xi| xi—1...x1) pour chaque x;_1...x1) pour
générer X;.

probléme de calcul, mémoire dés que m est grand (~ ™)
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MCMC : Principes Générateurs

Générateur de VA a m dimensions : MCMC

le principe

®
. ) 4
Marche aléatoire dans I'espace des P J T
(t+1)
paramétres N

Chaine de Markov

Marche aléatoire sans mémoire :

X1

PRI 30)) = p(x(t+D)|(1)

Méthode MCMC

Chaine de Markov dont les prob. P(X(t*1)|%(*)) sont choisies pour que les X(t)
soient distribuées selon la PDF f(X).

v
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MCMC : Principes Générateurs

Méthode Metropolis

En 2 étapes : proposition et acceptation

On définit
f(X) : fonction cible, c’est la distribution a échantillonner.

q(%|X()) : loi de proposition, prob. avec laquelle le point X est proposé si on
est en X() (loi simple a échantillonner). Dans la méthode de
Meétropolis, on doit choisir g tel que :

—

q(x1y) = q(¥IX)
a(x, X)) : loi d'acceptation, prob. d'accepter le point proposé X.

1 i f(X) > F(xO X
a(%, 1) —{ TR B =16 i <1, A
X

m S111011

Important

la construction de la chaine ne dépend pas de la normalisation de f(X)

v
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MCMC : Principes Générateurs

Méthode Metropolis

En 2 étapes : proposition et acceptation

Exemple & 1D

f(x)

)

08
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MCMC : Principes Générateurs

Méthode Metropolis-Hasting

En 2 étapes : proposition et acceptation

On définit
f(X) : fonction cible, c’est la distribution a échantillonner.
q(%|X()) : loi de proposition, prob. avec laquelle le point X est proposé si on
est en X() (loi simple a échantillonner). Ici on peut choisir g tel
que :
q(%[y) # a(¥|%)

a(%, %) : loi d'acceptation, prob. d'accepter le point proposé X.

oo : f(%) q(x9|X)
(1)) — RASaI oV}
a(X,x'") = min (1, ) g(RR0) ) °

Important

la construction de la chaine ne dépend pas de la normalisation de f(X)
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MCMC : Principes Générateurs

Convergence de la chaine

A £ *
La convergence de'la marche aléatoire vérs la loi de distribution f(X) est assurée
par la condition (detailed balance) : :

PR (%) = P(R17)(7)

ol P.(¥|X) est la prob. de la cl

y depuis X. Ici on a donc :

Pyx) = a7
. TR, 3
Cette condition est assurée par le choix de la forme de a(y|X) = min ('1, ?8%)
(Metropolis) quelque soit le choix de g (symétrique).
-
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MCMC : Principes Générateurs

Algorithme

)
-/

Assigne des valeurs X, aléatoires

!
 pourt<N O

Génére des nouvelles va-
leurs Xossai selon g(XessailXt)

Calcul de a(Rossais Xt )-
Soit r = unif(0,1).
ro > a()?essaia)_('t) ?

= = ", Oui : Xpggnj accepté Non : Xoggn; rejeté = =
[ Xt4+1 = Xessai f L Xt41 = Xt ]
k3
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MCMC : Principes Générateurs

Finalement voila ce qu'un MCMC produit...

P
3500

o Convergence vers f(X) 'rﬁém premiéres valeurs prises par la

chaine : Burn-in S

T T S N S RS R P R R
500 1000 1500 2000 2500 3000 4000 4500 " 5000
steps

o Corrélation entre les valeurs de la chaine, il faudra garder 1 valeur sur /. ou /.
est la longueur de corrélation pour avoir des échantillons
@ Le choix de la loi de proposition est un choix critique :
o Méthode optimale (n. petit) : q(%, %) = f(X). _
e g(X,X:) trop étalée = acceptance trés faible = /. grand.
e g(X,X:) trop étroite = corrélation forte = /. grand. .
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V(o] V (ol -IITVSTY Yl Méthode Monte-Carlo

Pourquoi faire?
Monte-Carlo

Finalement, 4 I'aide d’un MCMC on va.produire une séquence (indépendante)

R

distribuée selon la loi cible f(X).

Marginalisation Estimation de

fp(Xp) = / Xiu'.. o .‘pr_ldxpﬂ AP de

1
= histogramme des x},x3, .. ..
Estimation de la valeur de g(X) :

= histogramme des g(x3),8(x2), .. ..

k2
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[V (ol V [l -ITVSY Il MCMC : Analyse bayésienne

Le cas classique d'utilisation du MCMC : Analyse bayésienne

~ Estimation des m paramétres 6 = {1, 0> ... 6(™} d'un
modéle théorique a |'aide de données expérimentales

P(@]données) o«  P(données|@) - P(6)
D — ~——
probabilité a posteriori fonction de vraisemblance probabilité a priori

i

Toute I'information est contenue dans P(€|données), PDF & m dimensions des pa-
ramétres du modéle. Mais en pratique pour exploiter I'information il faut construire
les PDF 1D, 2D : Intégrale multidimensionnelle

= Méthodes MCMC (fonction cible : P(8|données)) vont permettre d'évaluer
les PDF 1D,2D, ... associées aux paramétres compte-tenu des données
expérimentales.
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(Vo] V [Nl TSIl MCMC : Exemple simple

Un exemple simple

Ajustement d’une fonction du second ordre

On dispose de données
expérimentales (x;, y;) et on a le
modéle : '

y = a+ bx e

ou 0 ={a, b,c} sontles . .,‘!
paramétres du modeéle. ici on a*
pris Gvrai Za {37 b7 C}vrai g
{1,15,.1}

Objectif

30

utiliser les données expérimentales pour reconstruire les PDF associées aux

paramétres (a, b, c).

L. DEROME (LPSC)

MCMC
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(Vo] V [Nl TSIl MCMC : Exemple simple

Un exemple simple...

Ajustement d'une fonction du second ordre

Pour cela on écrit :
P(a, b, c|données) o< P(données|a, b, c) - P(a, b, c)

ction de vraisemblance.

v i — a+ bx; + cx?)?
X(abc)=">_ Y ) )

o2

ou P(données|a, b,c) = L(a, b,c) es
on a: e
""‘-'~41-.

1 -

L(a,b,c) = T {— exp ——-

2no 8

1 '
o - exp —Exz(a, b, c)

i
et on choisit P(a, b, c) = cst.

L. DEROME (LPSC) MCMC 21 mai 2010 16 / 58



MeMCLIExsmplelsimple
Algorithme

[ Assigne des valeurs ag, by, ¢y aléatoires ]

|
ot <N D
Génére des nouvelles valeurs
ae, be, ce selon q(ae, be, celat, bt, ct)
[
Calcul de P(a, b, c|données)
et de a(ae, be, cela, b, c).
T
Soit r = unif(0,1).
r > a(aevbeace|at7btact)?

~
J

J

(311, bes1, Ce1) = w Oui Non ( (341, bet1, Ce1) =
(aeabmce) J L (atabhct)
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(Vo] V [Nl TSIl MCMC : Exemple simple

Un exemple simple

Ajustement d’une fonction du second ordre

- g T Et on obtient
o o PDF 1D des parameétres
) o {a7 ba C} ({3, b7 C}vrai -

moyenne, erreur, intervalle
de confiance

)Q o l {1,1.5,.1}) : valeur

e PDF 2D : corrélations,

e intervalle de confiance.
oot
ool

Y L N L L a7 R L ‘
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MCMC : Principes

Un exemple simple

Ajustement d’'une fonction du second ordre

30

MCMC :

25

20

15

10

L. DEROME (LPSC)

MCMC

Exemple simple

Et on peut aussi construire

o PDF d’observables
construites a partir de

a, b, ¢, par exemple f(xpew)-

@ Enveloppe a 68 % de niveau

de confiance.

k2

21 mai 2010

19 / 58




(Vo] V [Nl TSIl MCMC : Exemple simple

Reste & comprendre

@ Construction de la chaine : comment choisir la' fonction de proposition ?
@ Contréle de la convergence de la chaine.
@ Analyse de la chaine : Burn-in et longueur de corrélation

L
Et surtout

Les performances. . . probléme pratique clé (en général dominé par le temps de
calcul d'un modéle)

= Etude sur un-cas physique : propagation du rayonnement cosmique dans la
Galaxie
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MCMC : Application Le rayonnement cosmique

Le rayonnement cosmique

Le spectre énergétique

: K & 3\ ‘BE"%%%% Fluxes of Cosmic Rays
Le spectre énergétique N _
‘;"m - h {1 porticle per m*-second)
@ s'étend sur plus de 12 ordres de s r ®
. w0t ?,
grandeurs en énergie et 32 ordres de ° o
grandeurs en intensité; W’k '
@ peut étre décrit par une loi de W6f
puissance : e
dN(E) — Lo
— x E77, r
dE e
@ possede des « anomalies » : 6l
N . Ankle
@ le genou a ~ 4,5 x 10156V ; &= (1 particie per krmyear)
@ la cheville a ~ 4 x 106V ; o i3
s o
© une coupure & ~ 4 x 109 V. " —— T
10" 10" 10" 10'% 10" 10" 10" 10" 107 10™ w'; m’“( J)“:‘
ey s

[Swordy, Space Science Reviews 99 (2001), 85]
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MCMC : Application Le rayonnement cosmique

Le rayonnement cosmique

Les abondances

810 ® Simpson O ARIEL6 A SKYLAB
i Fowlel TIGER
10 O HEAOS3 Trek MIR
10 < UHCRE % Tueller + Israel

—#&— sol. syst.

nce of elements (Si
=

bundal

==
o o

al
iy
o

ive

_ Relatiy
o o o

Nuclear charge number Z

[Hrandel, Advances in Space Research 41 (2008), 442]

abondances similaires a celles de notre systéme
solaire, mais
surabondance pour les noyaux Z =3 —5,20 — 25

87 % hydrogéne
12 % hélium
1 % noyaux plus lourds
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MCMC : Application Le rayonnement cosmique

Le périple d'un rayon cosmique galactique

Sources - Accélération

étoiles, environnement de super-
nova?

Cassiopée A (Chandra, rayons X), rémanent d'une supernova le plus jeune de
la Voie Lactée
[NASA/CXC/MIT/UMass Amherst/M.D.Stage et al.] [y
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MCMC : Application Le rayonnement cosmique

Le périple d'un rayon cosmique galactique

Sources - Accélération

Cosmic ray
Particle # Cosmic Ray

® ° perile étoiles, environnement de super-
— o S~ , Spalation
Inle:\;lellarfgu ] ° _ nova ?

Propagation dans le milieu inter-
stellaire

diffusion sur les inhomogénéités
du champ magnétique galactique

| Diffusion on magnetic inhomogeneities

> Eaith

[NASA]
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MCMC : Application Le rayonnement cosmique

Le périple d'un rayon cosmique galactique

L'héliosphére (vue artistique) [NASA]

L. DEROME (LPSC)

MCMC

Sources - Accélération

étoiles, environnement de super-
nova ?

Propagation dans le milieu inter-
stellaire

diffusion sur les inhomogénéités
du champ magnétique galactique

Systéme solaire - Détection

modulation solaire,
coupure géomagnétique
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MCMC : Application Le rayonnement cosmique

Quelques questions ouvertes

Quelles et ou sont les sources ?

Existe-t-il des sources exotiques ?

Comment le rayonnement cosmique est-il accéléré?
Comment est-il propagé ?

Quelle est sa composition a ultra-haute énergie ?
Quel processus provoque le genou et/ou la cheville ?

Existe-t-il une limite (GZK ou autre)?
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MCMC : Application Le rayonnement cosmique
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Eelreyonnementlcosminyis)
Pourquoi étudier la propagation ?

La matiére noire
Astrophysique du rayonnement cosmique o annihilation de WIMP y

L'étude de la propagation du rayonnement x4+ %= 11,27, 93, ...
cosmique permet de @ recherche d'exces dans les spectres
o déterminer les mécanismes de de p,et, d, v, ...

propagation ; le « fond » doit étre connu

@ contraindre les processus
d’accélération ; :

o étudier I'émission diffuse des rayons = U/
7. -

Solar Modulation with ¢, = 600 MV

. L L L
o1 1 10 100

[NASA] Positron energy E,. [GeV]

[T. Delahaye et al., A&A 501 (2009), 821]
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MCMC : Application Le rayonnement cosmique

Questions sur la propagation

Les mécanismes

o la diffusion : K(E)
— le champ magnétique;
Kolmogorov : K oc E1/37

@ la convection : V.

4631 (610 MHz) —> le vent galactique;
[Ekers & Sancisi, A&A 54 (1977), 973]

@ la réaccélération : V,
Modéle galactique avec un halo — les ondes

halo radio di au rayonnement cosmique magnétohydrodynamiques.

autour du disque galactique observé

— halo galactique &
MCMC ; 21 mai 2010
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MCMC : Application Le rayonnement cosmique

Les observables

Noyaux stables = matiére traversée Noyaux radioactifs = temps de

. confinement
§035— —— TOA flux: ¢ = 500 MV ° ——
o E o e T F = Ballon-flight(Canada)
@ g4 1S flux 305 o Ballonfight{South-Dakota)
.. a - ] Ballon-flight(Canada):
E S [ 4 ISEE3(HKH)
;ﬂ L v Ulysses(HET)
0.25— < 0.4 Voyager(1+2)
- ACE(CRIS) —
£ - ISOMAX
02— C —_—
F 0.3—
0.15— r
- S0 wers -
[ * ISEE3(HKH) 0.2— —_—
E . Spacelab-2(Challenger) T
01— HEAO3(C2) r I
C . Ulysses(HET) C T T
E Voyager(1+2) 0l | ==
C > ACE(CRIS) ok
0.051 © ATIC2 _l_ C MIM
CREAM C 1
ol i R ERTTI B R T | ot . M| s L P | L
10" 1 10 102 10° ° t
10 Ln (Gevin)

E,/n (GeV/n)

La détection directe
@ mesure des flux élémentaires et isotopiques

@ en dehors de I'atmosphére terrestre (satellites,
ballons) ;
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LV (el V[ NI USINE & MCMC

Propagation du rayonnement cosmique

Code de propagation USINE développé par D. Maurin

@ Résolution semi—analytique de I'équation de diffusion

d

L‘l’ p*D 4 _l _l
R e L T B e

pour chaque noyau.

o Géométrie a deux zones cylindriques

@ Interaction nucléaire - perte d'énergie

° .

@ Produit en sortie tous les flux des RC propagés pour les paramétres données
en input.

@ Interface avec |'ensemble des mesures du rayonnement cosmique.

@ Permet de calculer le x? et £ a partir des observables sélectionnées.

L. DEROME (LPSC) MCMC 21 mai 2010 28 / 58



MCMC : Application USINE & MCMC

Implémentation du MCMC dans USINE

[ Assigne des paramétres 6 aléatoires ]

e
[ Génére des nouveaux parameétres 0 qgga;

|

Propage

|

)
)
Calcule £(données|Ocssai) - P(Ocssai) j
)

SR

'S

|

[ Calcule I'acceptation de Qqggai
Si Opgsni ACCePte | si Oogqn; rejeté
[ 0i+1 = eessai ] [ 0/+1 = 01' ]
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[V Lol VIBRW. T NI Analyse des chaines

L'analyse des chaines

Burn-In

On calcule la médiane f; > de la distribution de la fonction objectif.
La longueur de Burn-in correspond au premier échantillon 8, pour lequel

f(0b) > f1)2

Lnfy,

Lnf Lnf
12

Lnt

Burn-In Length

L. DEROME (LPSC)

MCMC

k2
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[V Lol VIBRW. T NI Analyse des chaines

L'analyse des chaines

Corrélation

On calcule la longueur d'auto-corrélation pour

chaque paramétre #(®) (a =1,...,m):
(a) ple)
o) _ M A
S —<

12
avec la méthode FFT. \
o -

La longueur de corrélation /() : j le plus petit
pour lequel c}a) <1/2et
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[V o]V [JRW. T IEXIII  Fonction de proposition

Fonction de proposition

Choix trés sensible (surtout pour m grand)

Dans notre cas, on fait 3 MCMC successifs en utilisant le résultat de chaque
MCMC pour "construire" une fonction de proposition plus performante.

Etape 1

On a juste une estimation de la précision attendue sur les paramétres, on utilise

ool o)’
q (eessai|0i) X H exp 1 g

2 o2
a=1,....m @
=- m gaussiennes indépendantes et
centrées en 0;, o, & 2.30%¢
- v
MCMC
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[V o]V [JRW. T IEXIII  Fonction de proposition

Fonction de proposition

Etape 2

On utilise le MCMC précédent pour estimer la matrice de covariance V et on
définit

1
qcov (Oessailei) X exp <_2 (gessai - Oi)T Vil (eessai - 01)) .

= Permet de proposer des points dans les
directions privilégiées
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[V o]V [JRW. T IEXIII  Fonction de proposition

Fonction de proposition

Etape 3

On utilise le MCMC précédent pour construire une fonction de proposition
constantes par morceaux sur une partition de |'espace des paramétres construits
par division successives de |'espace (Binary Space Partitioning) :

@ Une cellule est divisée en deux tant que
Neen > Nin (Ngy ~ 10). !

o la valeur prise par ggsp (Bessai) dans chaque

cellule est
Ncell 1 f7
— HY
Ntot Vcell
o Fonction ggsp (@cssai) : approximation de la
fonction cible trés simple & échantillonner -
(uniforme par morceau).
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MCMC : Application EGEETETH

Un exemple
Le modéle du Leaky-Box

N:
— + I_1V0','N,‘ = E],‘ + Z I_'IVO','J'NJ'
TQSC J>I

n & n, q & Qi

S ops
P ﬁq/)\esc +0s

)\esc = MNVTesc

_pe

RO_(S pour R < Ry,
- Ze

R~%  sinon

avec R

)\eSC(R) = )\OB

3 paramétres libres : A\g en gcm™2, Ry en GV, §

L. DEROME (LPSC) MCMC
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MCMC : Application EGEETETH

Un exemple
Le modéle du Leaky-Box

= . )
0l 2 [gfem?] Gaussian step :
:
0_1; Burn-In length: 421.5
F Correlation Length: 159.7
L £,,4¢ 2920/400000 = 0.730%
[ 2 .
oliaat il Ky /40 335
50 55 60
e s
1 R, [GV]
= J
2 ° ]
L 4 ]
P IS -~ P .
50 55 6
RRE LSRR O — .
k 0.75 — —{0.75— — F 5
L 1 7 8o
C i y 7 20
0.7 — — 0.7 — -
Y LIS B
L 1 L - 10|~
0.65 — —0.65 — — C
I T R AR AR S Y ol BV SN B P
50 55 0 0 2 4 0.65 0.75
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MCMC : Application EGEETETH

Un exemple

Le modéle du Leaky-Box

0.:

N

0.

0.7

N [g/cmzl

Covariance matrix step

Chain analysis

Burn-In length: 20.4

Correlation Length: 6.0

L. DEROME (LPSC)

£,,4% 33272/200000 = 16.636%
2 /dof: 3.35
L I I X'-in/o
50 55 60
\\\‘\\\\‘\\\\‘\\7
] R, [GV]
L -
(I S 1Y
50 55 60
\\\‘\\\\‘\\\\‘\ F
L i 4 b
30—
— 20
L 10
o R obloat Ly N
0.65 07 0.75
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MCMC : Application EGEETETH

Un exemple
Le modéle du Leaky-Box

BT

== o)

o HINSEE .
50 55 60 ),
o ©
0751 L 0.75
[T THT [THT
: I
0.7 0.7 1
[
0.651 0.651 [
50 55 60 ), 2 4 R, [y
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MCMC : Application EGEETETH

Un exemple

Le modéle du Leaky-Box

0.2

0.

0.7

Ay [g/cmzl

il Ly

Binary space partitioning step

Chain analysis

Burn-In length: 2.6

Correlation Length: 1.0
199947/200000 = 99.974%

fina?

2 /dof: 3.35

50 55 60
TTTTTIT[TTTT[TT]

R, [GV]

50 55 60

\\\‘\\\\‘\\\\‘\\ C

- F 5

r q 30—

L A 20—

L ] 10—
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MCMC : Application EGEETETH

Le modéle de diffusion

Galaxie est partagée en deux zones :
@ le disque mince de taille h;
@ le halo diffusif de taille L > h.

5 paramétres libres : Ko en kpc?/Myr, §, V. en km/s, L en kpc, V, en km/s.
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MCMC : Application EGEETETH

Raffinement

Changement de variable

La performance (longueur de corrélation) dépend beaucoup des corrélations et de
la non-gaussianité des PDF : constructidn de combinaisons des paramétres plus
performantes. : :

wf Bl Binary space partitioning step wf i} Binary space partitioning step
b Chain analy: b Chain analysis
L Burn-zn length: 3. sE
F Corrolation Length: 1.5 F
[ £,,4° 209947/400000 = 52.487% L £, 135156/400000 = 33.785%
A | 72, /d-0.6: 1.47 L L 2, /4-0.8: 1.47
95 o8 [T
o T F kyLes0’ (kpeMyn) T T e K, kpeMyr]
o c 4 F [ Jeop
r a0~ r 1 F
£ Jaop oos|- b
b Bl Model Ill-F [ Jeer Model llI-F
E {200 F Janf
£ Ja00p- 20l
Fo» i oot Jaop
o 4 r [ 1 F
= L L d L L L | L
o5 g 032 0031 0036 55 os 00 o0
o Ty T J Jostafi- 0) (kmis\Myrikpe] BoFT IR B T r
o[- o[- = wf 3 wf / r
L 1 r ] sl I L
100 Tl W I E E L
| L d L d L L L L L 1 @ 1 4L
95 o8 0% 0030036 (TR 500 0066 00
e = - o s 2
20T T q RETT 7 2| v, kmis) | 2°F T T 7 2f 3 2F V. [km/s]
wli wl@i 191— ‘9 Epn
- el 3 - w6l w6l
C L L | Ll L | L L C L L | | L 1 C L L
[y 0% 003 0036 R 55 Tos 00 6006 o0 [
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MCMC : Application EGEETETH

Le modele de diffusion a 1D : les noyaux stables

o 5 i . .

: @ Configuration avec convection et
T réaccélération préférée :

ey
T e Ktk L = 4 kpc fixé

Jwef Model II-F +0,3
E (2, /d.of=1.47) VC - :|.87 8_073 km/S

L L — +0,04

UMMM R R ARSI Vet 0 =0, 86 0,04

Ko = 0,0046¢ 000 kpc? /Myr

\

q
d
Ha

e e e Va = 3815 km/s
3 1 T 1 F Ve tlams]
w .9 E 3 o L'indice spectral de Kolmogorov
oL 1.4 E (6 = 1/3) défavorisé par les données
g Eppigd Brogengennd W M utilisées.

[Putze et al., A&A 2010]
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MCMC : Application EGEETETH

Le modele de diffusion a 1D : les noyaux radioactifs

+

Dégénérescence entre Ky et L pour les rapports primaire sur secondaire stables :

Aesc = Nmvh———

K(E)
= Secondaires radioactifs permettent de lever cette dégénérescence

-
Résultats avec les données 1°Be/°Be

Lo ] I K, [kpe*/Myr] i [V, [knvs] ° 7 o [km/s| - - L [kpc]
r 1 [ ° 1160 o .5 _Jooaf—
09— —0.08[— e — | E S
N 1 1 E ] F I
r 1 r 7 140~ — 1
0.8 To.os[— 4 F D Jooz|-
1 E J 120 -4 h 1 L

[ Likel 1 [ Likel ] | Likel 1 F " Lipel 1 [ rn=0
P TS BT - I Y Y P P | P ETRTEEN R e PN N AT VL. RPN P T L
40 60 80 40 60 80 40 60 80 40 60 80 40 60 80
[Putze et al., A&A 2010]
— +12
L =477 kpc
-
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MCMC : Application EGEETETH

Le modéle de diffusion modifié a 1D

Modélisation : trou dans le disque
La bulle locale

L4y Convective
shell L Diffusive Halo
~

Ve constant wind
Loop | superbubble

R
(2==0)
*

ring *
% *
*
%
Sco-Cen
association

*

*

/ L NI‘A _ exp <_rh)
galactic plane = —_— 5
th=0 Irad

ol l.,q est la distance typique parcourue
avant la décroissance du radioactif [ponato

et al., A&A 381 (2002), 539]

Paramétre supplémentaire : le rayon de la bulle locale r, en pc
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MCMC : Application EGEETETH

Le modele de diffusion modifié a 1D : les noyaux radioactifs

Résultats avec les données 1°Be/°Be

T . 3
006 K, [kpe?/Myr] 4 B 20 =
09 J° 1 1 ] Model Il
Jo.04 — q 3
08 - B 3 3]
o.02 — q 18 —
N L [kpe] L kpe] ]
=TI A N ]
20 40 60
2 1, [kpe]

0.9

TTTT Ty T

005 01 015

[Putze et al., A&A 2010]
L= 81’? kpc r, = 1201’%% pc

Des données plus précises permettront de mieux contraindre L et rp !
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MCMC : Application EGEETETH

Le modele de diffusion : Enveloppes

+

m

nveloppes construites avec 68 % des modeéles les plus probables

T T T =
+ IMP78
* Balloon #1

+ P78
= Voyagerl&2

4 ACE97-98

© ACE0I03
025 AMS01
o HEAOS
X Spacelab-2
02 N v CREAM 04

B/C
o
K B o
TT[TTTTTTTT 77T

01— Standard DM 1T Standard DM 1
E i Standard DM 11 i Standard DM 1T
005= 222 Modified DM 1T %% Modified DM 1L |
£ IS |
10" 1 10 10 18k/n (GeV/n 10" 1 10 10* M

10
Ek/n (GeV/n)
4
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Resultac
Conclusion : application du MCMC au RC

+

*

o Extraction des densités de probabilité a posteriori des paramétres de
propagation du modéle de diffusion a une dimension :
e modéle avec réaccélération et convection préféré par les données utilisées ;
o indice spectral de Kolmogor isé par les données utilisées ;

o Etude des paramétres dew"

o estimation de la taille du halo 1, de la bulle locale;
e prise en compte de la bulle localesbaisse la taille du halo L;
e valeurs trouvées compatibles avec les observations.
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Sélection de Modele ETIEE AN

Et apres

Sélection de Modele

Probléme classique
@ Plusieurs modéles concurrents, lequel choisir?

@ Doit-on ajouter un nouveau paramétre libre?

Etude dans le cadre d'une analyse bayésienne

On a toujours
Di6, H)P(6|H)
P(DIH)

P
p(oID. H) = =1
Ici D = data et H = hypothése/modéle

P(D|H) est I'évidence du modéle H, la quantité clé pour la sélection d'un modéle.

Ona

E = P(D|H) = /d0 P(D|6, HYP(6|H)

v
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Sélection de Modele SVEEEY

Evidence

@ Alors qu'un modéle plus complexe réalisera toujours un meilleur ajustement,
I'évidence, étant proportionnelle au volume occupé par le posterior
relativement au prior implémente naturellement le "rasoir" d'Occam.

ermet de quantifier la tension entre la
roduire les données.

o |l favorise les modéles plus sim
simplicité d'un modéle et s

o Jeffreys (1961) a fournit un sir entre deux modéles :

e 1< AInE <25 est substant'rekﬂ..;‘.l'__ =
e 25 < AlnE <5 est fort, .
.o AlnE > 5 est décisif.
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Sélection de Modele SVEEEY

Evidence

Calcul de I'évidence

Méthode de calcul

@ Nested Sampling : ressemble au MCMC mais échantillonne I'ensemble de
I'espace des paramétres de facon plus efficace pour I'intégration.

@ Important Sampling
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Sélection de Modele SVEEEY

Evidence
Important Sampling

(Ici P(x) est le prior et m(x) = L(X)P():), on a donc :)

- /L(X)'p(x)'dX: [

Pour une PDF ¢ dont le support inclus celui de 7, on peut écrire :

La méthode produit une estlmatlon MC de E a partlr d'une séquence x1, T

echantlllonnee a partlr de I importance function q

N el
n=1 q( n)

oll w, sont les poids. 4
MCMC ; 21 mai 2010
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FR ULV DN VS S Imporatant Sampling

Evidence

Important Sampling

L
Poids normalisés : :
= Whn
3 wp = —
Em=1 Wm
Qualité de I'estimation de E dépend ix de la fonction g. La variance est
donnée par -

- d?(7|q) =/7;(—(XX))dx—1.

d'autant plus performant que g(x) est proche de 7(x).
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Sélection de Modéle =TT

Exemple

Implémentation

Dans notre cas : on utilise g(x) = ggsp(x) et la séquence généré xi, ... xy dans
I'étape 3.

Exemple

On va tester différents processus et modéles : un modéle linéaire, un modéle du
deuxiéme ordre et un modéle avec un changement de pente :

@ un modéle linéaire
fi=aix+b

@ un modéle du deuxiéme ordre
fo = aix + b+ cx?
@ un modéle avec un changement de pente

fe(x) = aix+b pour x < xg
K\ = a(x — xk) + aixk + b pour x> xk
S e R




Sélection de Modéle =TT
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Sélection de Modéle =TT

Exemple
Model
Kink Linear Second
Process In E X>/n.d.f. InE xX°/n.d.f. InE x> /n.d.f.
Kink | -13.5643 10.1734/6 | -20.6683 31.855/8 -14.7266 | 15.9965/7
Linear | -9.17013 | 4.09954/6 -8.24472 6.65462/8 | -9.54192 | 5.64227/7
Second | -14.8201 12.9957/6 -22.5555 35.4976/8 -15.425 17.4064/7
S

Evidence vs. x?
Ici les avantages de I'évidence sont :
@ On dispose d'un critére simple pour sélectionner le modéle

@ Peut-étre utilisée pour une fonction de vraisemblance quelconque (et pas
seulement de la forme In L = —3x?) : petits nombres (poissonienne), barre
d'erreurs asymétriques, bin d'énergie trés larges, ...

@ Prise en compte du Prior, donc plus appropriée a I'approche bayésienne.
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Conclusion

Conclusion

*

MCMC : générateur de séquence de variable aléatoire.
Permet d’estimer les PDF marginalisée des paramétres.
Particuliérement utilisé dans le cadre de |'analyse bayésienne

Construction de la chaine en t simple

Analyse de la chaine : Bu

Performances : question cruciale. .

e En pratique trés sensible au choix de la fonction de proposition.
o lci : 3 étapes successives.
"o Existe aussi : algorithme avec auto-adaptation de la fonction de proposition.
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