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Modes AM/FM: ondes modulées en amplitude et en fréquence

Signaux multicomposantes (SMCs): superposition de modes AM/FM
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Modèle mathématique pour les SMCs:

f (t) =
K∑

k=1

fk(t) =
K∑

k=1

Ak(t)e i2πϕk (t), (1)

où Ak(t) et ϕ′
k sont appelées amplitude instantanée (AI) et fréquence instantanée

(FI): Ak(t) > 0, ϕ′
k(t) > 0 et ϕ′

k+1(t) > ϕ′
k(t) ∀t.

Représentation temps-fréquence (TF) idéale:

TFIς(t, η) =
K∑

k=1

Ak(t)ςδ(η − ϕ′
k(t)), avec ς = 1 ou 2. (2)
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Figure 1: Représentation TF idéale (chirp linéaire + signal à phase trigonométrique)
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En réalité, on a accès à des représentations du type (spectrogramme):
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Trois problèmes que l’on se propose d’étudier pour ce type de signaux:
⋆ Représentations TF: approcher la représentation TF idéale.
⋆ Séparation: reconstruire les modes fk à partir de f .
⋆ Démodulation: estimer Ak et ϕk .
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Représentations TF linéaires

Définition 1: TF
La transformée de Fourier de f ∈ L1(R) est: f̂ (η) =

∫
R

f (t)e−i2πηtdt. (3)

Définition 2: TFCT et spectrogramme

Soit g ∈ L2(R). La transformée de Fourier à court terme (TFCT) de f ∈ L1(R)
associée à g est: V g

f (t, η) = ⟨f , gt,η⟩ =
∫
R f (τ)g(τ − t)e−2iπη(τ−t)dτ. Le spec-

trogramme associé: |V g
f (t, η)|2.

Propriétés de la TFCT

⋆ linéaire, redondante et inversible: f (t) =
1

g(0)

∫
R

V g
f (t, η)dη.

⋆ soumise au principe d’incertitude de Heisenberg-Gabor: σtση ≥
1
2

, où σt et ση sont
les dispersions temporelles et fréquentielles de g ou ψ.

(a): grande fenêtre temporelle (b): petite fenêtre temporelleD.-H. Pham & S. Meignen (LJK) SST appliqués aux ondes gravitationnelles Lundi, 8 Octobre 2018 6 / 22
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Réallocation[1]: concentrer le spectrogramme en utilisant des opérateurs de réallocation.

Estimateur de FI: ω̂f (t, η) =
1

2π
∂t

{
arg(V g

f (t, η))
}

Retard de groupe: τ̂f (t, η) = t −
1

2π
∂η

{
arg(V g

f (t, η))
}

Définition 3: Réallocation du spectrogramme

Soit f ∈ L2(R), son spectrogramme réalloué est obtenu par:

Θ̆g
f (τ, ω) =

∫
R

∫
R
|V g

f (t, η)|2δ(τ − τ̂f (t, η))δ(ω − ω̂f (t, η))dtdη. (4)

Réallocation est parfaite pour un chirp linéaire. Limitation: non-inversible!
Synchrosqueezing: réallocation inversible + une analyse mathématique.

Définition 4: Synchrosqueezing de la TFCT (FSST)[2]

Soit f ∈ L2(R), sa FSST est obtenue par:

T g,γ
f (t, ω) =

∫
|V g

f (t,η)|>γ
V g

f (t, η)δ(ω − ω̂f (t, η))dη, où γ est un seuil. (5)

[1]F. Auger and P. Flandrin, “Improving the readability of time-frequency and time-scale representations by the reassignment
method,” IEEE Transactions on Signal Processing, vol. 43, no. 5, pp. 1068–1089, 1995.

[2]G. Thakur and H.-T. Wu, Synchrosqueezing-based recovery of instantaneous frequency from nonuniform samples, SIAM
Journal on Mathematical Analysis, vol. 43, p. 2078-2095, Jan 2011.
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Principe de la réallocation et du synchrosqueezing (FSST)

Un SMC à trois composantes

Réallocation TF

Réallocation fréquentielle

Module de TFCT
Zoom du module de TFCT
et opérateurs de réallocation

Réallocation

FSST
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Reconstruction des modes du synchrosqueezing à l’aide de la FSST:
1 calculer l’opérateur de synchrosqueezing T g,γ

f .
2 détecter et extraire les ridges associés à chaque mode en utilisant |T g,γ

f |[3].

3 reconstruire les modes: fk(t) ≈
1

g(0)

∫
{ω,|ω−φk (t)|<d}

T g,γ
f (t, ω)dω , où φk(t)

est une estimation de ϕ′k(t) et d un paramètre de compensation.

0 0.2 0.4 0.6 0.8

t
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100
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(a): module de FSST

0 0.5 1
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(b): ridges estimés
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0.4 0.42 0.44 0.46 0.48 0.5 0.52 0.54 0.56 0.58 0.6
-2

0

2

Mode 3

(c): modes reconstruits

Réallocation est parfaite pour une harmonique pure
Limitation: hypothèse de faible modulation fréquentielle sur les modes (i.e.

ϕ′′
k (t) ≈ 0)

[3]R. Carmona, W. Hwang, and B. Torresani, “Characterization of signals by the ridges of their wavelet transforms,” IEEE
Transactions on Signal Processing, vol. 45, no. 10, pp. 2586–2590, 1997.
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Synchrosqueezing d’ordre 2 de la TFCT (FSST2)[4]: adaptation aux chirps linéaires

Définition 5: Nouvel estimateur de FI

Soit f ∈ L2(R), on définit un opérateur de modulation complexe local d’ordre 2:

q̃t,f (t, η) =
∂t ω̃f (t, η)
∂t τ̃f (t, η)

pour ∂t τ̃f (t, η) ̸= 0. (6)

puis on pose:

ω̃
[2]
t,f (t, η) =

{
ω̃f (t, η) + q̃t,f (t, η)(t − τ̃f (t, η)) si ∂t τ̃f ̸= 0
ω̃f (t, η) sinon,

t.q. ω̂[2]
t,f (t, η) = ℜe{ω̃[2]

t,f (t, η)} est un nouvel estimateur de FI.

Définition 6: Synchrosqueezing d’ordre 2 FSST2

Le synchrosqueezing d’ordre FSST2 est alors défini en remplaçant ω̂f (t, η) par
ω̂
[2]
t,f (t, η):

T g,γ
2,f (t, ω) =

∫
{η,|V g

f (t,η)|>γ}
V g

f (t, η)δ
(
ω − ω̂

[2]
t,f (t, η)

)
dη. (7)

[4]F. Auger, P. Flandrin, Y.-T. Lin, et al., Time-frequency reassignment and synchrosqueezing: An overview, IEEE Signal
Processing Magazine, vol. 30, no. 6, pp. 32-41, 2013.
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Synchrosqueezing d’ordre 2 de la TFCT (FSST2):

Proposition 1

Si f est un chirp linéaire d’amplitude Gaussienne modulée (i.e f (t) = A(t)ei2πϕ(t),
log(A(t)) et ϕ(t) quadratiques). Alors,

ℜe
{

q̃t,f (t, η)
}
= ϕ′′(t) et ω̂[2]

t,f (t, η) = ϕ′(t). (8)

Proposition 2: Calcul des opérateurs de FSST2

Soit f ∈ L2(R), ω̃f , τ̃f et q̃t,f sont calculés:

ω̃f = η −
1

i2π
V g′

f
V g

f
, τ̃f = t +

V tg
f

V g
f
, q̃t,f =

1
i2π

V g′′

f V g
f −

(
V g′

f

)2

V tg
f V g′

f − V tg′
f V g

f

, (9)

où V g′

f ,V tg
f ,V g′′

f ,V tg′

f sont respectivement les TFCTs de f calculées avec t 7→
g ′(t), tg(t), g ′′(t) et tg ′(t).

Analyse mathématique rigoureuse: cas de support non-compact[5]!
[5]R. Behera, S. Meignen, and T. Oberlin, “Theoretical analysis of the second-order synchrosqueezing transform,” Applied and

Computational Harmonic Analysis, vol. 45, no. 2, pp. 379–404, 2018.
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FSSTn et une application aux ondes gravitationnelles

Plan de l’exposé

1 Contexte

2 Synchrosqueezing de la TFCT d’ordres supérieurs et une application aux ondes
gravitationnelles

3 Perspectives
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FSSTn et une application aux ondes gravitationnelles

Synchrosqueezing de la TFCT d’ordres supérieurs (FSSTn)[6]

Motivation: la nécessité d’une nouvelle technique permettant de traiter des signaux
contenant des modes AM-FM ayant ϕ(n)k (t) (n ≥ 3) non-négligeable.
Exemple

0

50
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150

200

250

300

350

400

450

500

Figure 2: un SMC à deux composantes: phase polynomiale d’ordre supérieure et fonction
sinusoïdale amortie (très forte modulations fréquentielles sinusoïdales)

[6]D.-H. Pham and S. Meignen, High-order synchrosqueezing transform for multicomponent signals analysis - with an
application to gravitational-wave signal, IEEE Transac tions on Signal Processing, vol. 65, pp. 3168-3178, June 2017.
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FSSTn et une application aux ondes gravitationnelles

Synchrosqueezing de la TFCT d’ordres supérieurs (FSSTn)[6]

Développement du FSSTn

Définition 7: Modèle de signal

Soit f (τ) = A(τ)ei2πϕ(τ) ∈ L2(R) avec A(τ) (resp. ϕ(τ)) égal à son développe-
ment de Taylor d’ordre L (resp. N) pour τ → t:

log(A(τ)) =
L∑

k=0

[log(A)](k)(t)
k!

(τ − t)k et ϕ(τ) =
N∑

k=0

ϕ(k)(t)
k!

(τ − t)k

Proposition 3: Nouvel estimateur de modulation d’ordre k

Soit f ∈ L2(R) satisfaisant la définition ci-dessus avec L ≤ N, les N −1 opérateurs

de modulation complexes locaux q̃[k,N]
η,f t.q. ℜe

{
q̃[k,N]
η,f (t, η)

}
= ϕ(k)(t)

/
(k −1)!,

k = 2, . . . ,N, sont calculés: q̃[N,N]
η,f (t, η) = yN(t, η)

et q̃[j,N]
η,f (t, η) = yj (t, η)−

N∑
k=j+1

xk,j (t, η)q̃
[k,N]
η,f (t, η) pour j = N − 1,N − 2, . . . , 2,

où yj (t, η) et xk,j (t, η) sont définis dans[6].

[6]D.-H. Pham and S. Meignen, High-order synchrosqueezing transform for multicomponent signals analysis - with an
application to gravitational-wave signal, IEEE Transac tions on Signal Processing, vol. 65, pp. 3168-3178, June 2017.
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FSSTn et une application aux ondes gravitationnelles

Synchrosqueezing de la TFCT d’ordres supérieurs (FSSTn)[6]

Définition 8: Nouvel estimateur de FI

On définit un estimateur de FI complexe local d’ordre N par:

ω̃
[N]
η,f (t, η) =


ω̃f (t, η) +

N∑
k=2

q̃[k,N]
η,f (t, η)

(
−xk,1(t, η)

)
, if V g

f (t, η) ̸= 0

and ∂ηxj,j−1(t, η) ̸= 0 for j = 2 . . .N.

ω̃f (t, η) sinon.

Alors, ω̂[N]
η,f (t, η) = ℜe{ω̃[N]

η,f (t, η)} est un nouvel estimateur de FI.

Proposition 4

Soit f ∈ L2(R) satisfaisant la définition 7 avec L ≤ N, alors ϕ′(t) = ω̂
[N]
η,f (t, η).

Définition 9: Synchrosqueezing de FSSTn

Le synchrosqueezing d’ordre supérieur FSSTn avec seuil γ est alors défini par:

T g,γ
N,f (t, ω) =

∫
|V g

f (t,η)|>γ
V g

f (t, η)δ
(
ω − ω̂

[N]
η,f (t, η)

)
dη. (10)
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FSSTn et une application aux ondes gravitationnelles

Synchrosqueezing de la TFCT d’ordres supérieurs (FSSTn)[6]

Calcul des opérateurs de FSST4: en utilisant 11 différentes TFCTs (pour la
FSSTn: 3n-1 de TFCTs).
Comparaison des représentations TF62 Contributions to Synchrosqueezing Transforms for Multicomponent Signals Analysis
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(a) STFT

(b) STFT

(c) RM

(d) FSST

(e) FSST2

(f) FSST3

(g) FSST4

(h) STFT

(i) RM

(j) FSST

(k) FSST2

(l) FSST3

(m) FSST4

Fig. 3.10 Right column panel, (a): modulus of the STFT of f . Middle column panel, (b):
STFT of a small TF patch corresponding to mode f1 (delimited by green segments) extracted
from (a); (c) RM performed on the STFT shown in (b); from (d) to (g), same as (c) but using
respectively FSST, FSST2, FSST3, FSST4. Left column panel, same as middle column panel
but for f2.

A. Evaluation of TF Concentration

Firstly, we depict, in Figure 3.11 (a), the normalized energy corresponding to the reassignment
of the STFT of f1 using the different techniques, with respect to the number of coefficients
kept divided by the length of f1. From this figure, it is hard to figure out the benefits of using
FFST3 or FSST4 rather than the other two methods. The only thing one can check is that
the energy is perfectly localized with FSST4 because f1 obeys Definition 3.20. The results of
the same computation obtained for mode f2 are displayed in Figure 3.11 (b), showing that
the normalized energy is much more concentrated using FSST4 than the other methods and
that FSST3 also outperforms FSST2 and RM.

Moreover, we study the performance of the TFRs in the presence of noise by HT technique
as introduced in 3.1.4.D. Then, we apply the Earth mover’s distance (EMD) on noisy TFRs

D.-H. Pham & S. Meignen (LJK) SST appliqués aux ondes gravitationnelles Lundi, 8 Octobre 2018 16 / 22
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FSSTn et une application aux ondes gravitationnelles

Synchrosqueezing de la TFCT d’ordres supérieurs (FSSTn)[6]

Évaluation de concentration d’énergie en utilisant de l’énergie normalisée en fonction du
nombre de coefficients TF triés par module décroissant.
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(a): phase polynomiale d’ordre supérieure
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(b): fonction sinusoïde amortie

Évaluation de la précision de la localisation des transformées réallouées en utilisant
l’Earth movers distance (EMD).
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FSSTn et une application aux ondes gravitationnelles

Synchrosqueezing de la TFCT d’ordres supérieurs (FSSTn)[6]

Une application aux ondes gravitationnelles: Hanford observé GW150914.
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FSSTn et une application aux ondes gravitationnelles

Synchrosqueezing de la TFCT d’ordres supérieurs (FSSTn)[6]

Une application aux ondes gravitationnelles: Hanford observé GW150914.

(e): FSST2+ridge estimé (f): FSST4+ridge estimé
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Perspectives

Plan de l’exposé

1 Contexte

2 Synchrosqueezing de la TFCT d’ordres supérieurs et une application aux ondes
gravitationnelles

3 Perspectives
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Perspectives

Perspectives

⋆ Étude de l’impact du bruit (Gaussiens, impulsion, Poisson et modèles
autorégressifs et moyenne mobile (ARMA) en utilisant L-estimation[7]) sur les
opérateurs de synchrosqueezing[8].

⋆ Extension de ces techniques au cas multivariés[9][10].

[7]I. Djurovic, L. Stankovic, and J. F. Bohme, “Robust l-estimation based forms of signal transforms and time-frequency
representations,” IEEE Transactions on Signal Processing, vol. 51, no. 7, pp. 1753–1761, 2003.

[8]H. Yang, “Statistical analysis of synchrosqueezed transforms,” Applied and Computational Harmonic Analysis, 2017.
[9]A. Ahrabian and D. P. Mandic, “A class of multivariate denoising algorithms based on synchrosqueezing.,” IEEE Trans.

Signal Processing, vol. 63, no. 9, pp. 2196–2208, 2015.
[10]L. Stanković, D. Mandić, M. Daković, et al., “Time-frequency decomposition of multivariate multicomponent signals,”

Signal Processing, vol. 142, pp. 468–479, 2018.
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Perspectives

Merci de votre attention!
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