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Infiniment grand / Infiniment petit

Cosmologie | Sciences de la Mathématiques Philosophie,
matiere théologie
art, etc.
espace particules 0 e existe-t-1l en
temps ¢lémentaires dehors de la
big-bang 0 pensée?
trous noirs e attribut de
Dieu?

* perspective...







Les grands nombres (1)

* Nombre d’étoiles visibles 3 000
* Myriade 10000 M->m->00
* Archimede :

10% dans << 1890 000 000
le compteur de sable anivers

NARDK



Les grands nombres (2)

** Nombre de particules dans I’univers 1087
9 Googol 10100

* Les singes dactylographes & 10197 années

Shakespeare

** Borges : la bibliotheque de Babel,
I’Immortel

* Nombre de Graham : tres grand S>> 10890 000 000
nombre « utile »



Les paradoxes de 1'infini (1)

* Paradoxes de Zénon

P =

1‘ =1 1‘ 1‘ i 10+1+1/10 + 1/100 + 1/1000 + ... = 11,111111...
| e s 1
168 4 2
e Infini par composition (les nombres) [+1=2,2+1 =3, etc
* Aristote < * Infini par division (la matiere) + Atomistes
* Infini par composition et division (le temps) =« christianisme
\I@ni actugl/ Infini potentiel
* Exemple : . . .
. | Réalisé Fiction intellectuelle
Espace fini o .
, sans réalité physique
# Atomistes

Pourtant ... les irrationnels!



I es irrationnels

N2 ~1.414

* Nombre infini de décimales
* pas une fraction

Nombre d’or : |

l—n ,\A;;..,. i --lw.--‘-—un‘.f.&..._‘. R E e

Yo s B PR gt | '-’

¥ . swbigiog A %
,,,..T.)Ar;}v-.gnnp a-.y.-e ..1:-\: »1:
ﬁ%‘ "’“’l"""’f;“ﬂ ....’» ,(-4 -N‘.—;.‘; ﬁ-ﬁlf‘ﬁa ‘g

(&

Le nombre pi :

circonférence/diametre = 1t



Les paradoxes de I’'infin1 (2)

Yajur Veda (Inde, v. 1200-900 av. J-C):
« S1 vous retranchez ou ajoutez une partie a 1’infini, le résultat est toujours 1’infini »

* Paradoxe de la réflexivité (la partie peut etre aussi grande que le tout)

N:1,2,3,...,100, 101, ...

P:2,4,6,...,200,202, ... —> Méme
C:1,4,9,...,10000, ... « cardinal »!
M: 106, 10'2, 10%4, ...

* L’hotel de Hilbert

==> Définition de ’infini!
(Bolzano, 1851)



Une hiérarchie d’infinis!
Cantor (1845-1918)

EntiersN:1,2,3, ... NCQ

Rationnels Q : 1/1.2/1,3/1,1/3,3/2,2/3, ... mais méme cardinal:
le dénombrable xO

Réels R : ratilonnels + ilrrationnels e Fontine zxo > xoy

! |
1 2

Nombres transfinis: NO ,NI’N 3oees
Rg 20
RO

Hypothese du continu: Zxo =R 9
(Cantor, 1890) £3



Incomplétude!

e L’hypothese du continu est indécidable

e Théoreme d’incomplétude de Godel (1931):

tout systeme axiomatique contient
une proposition indécidable



Nécessité de 1’'infin1 actuel

Suites de Goodstein

266=2°%4+2° +2!

g.(266)=27" +2% 42
2,(266)=3"" +3" 43 | _10¥

2,(266) =4*" + 4" +2 1 ~10°"
2,(266) = ... ~ 10"

quandn —, g (266) = () !

Théoreme 1 : toute suite de Goodstein tend vers zéro

Exemple: g, (4)=0 pourn ~10"""" " |

Théoreme 2 : ne peut étre démontré qu’a I’aide des transfinis

==> P’arithmétique est incomplete !






Infini

Grece
antique

i3] | Europe
3 médiévale

Cosmologie
classique

Cosmologie |
relativiste

Aristote

Ptolémée
Moyen-Age

Dante

Copernic

Kepler

Riemann
Einstein 1917
Friedmann
Lemaitre

Univers chiffonné




Modele d’espace fini avec bord

Tallle : 8700 ans de marche a 40 lieues/jour
(Maimonides, XlI¢ s.)



- Le paradoxe du bord
Archy'ta»s de ' ' , Lucréce (I s. avJCm
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« Nulle part, en aucun sens, a droite ni a gauche, en haut
- ni en bas, . ; cela ressort clairement
“de la nature méme du vide. Si donc de toutes parts
- s'étend un libre espace sans limites, si des

voltigent de mille

facons et de toute éternite, est-il possible de croire que
notre globe et notre firmament aient été seuls créés ? Ce
-monde est l'ouvrage de la nature. Spontanément,
' , les atomes ont réussi a
former la terre, la mer, le ciel et les especes vivantes. Il
faut donc convenir

.

Epicure, 341-270 av.J.C.  Lucréce, 98-55 av.J.C.
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IN CRVCISHIGNO DEDERAS LATRONT § |
SEDVIVS OR O~ f |

De revolutionibus orbium coelésti'um | Qnivei's'hé_liocentrique, mais fini
(1543)




Espace infini ?

s A perfit defcription of the Czleftiall Orbes, ‘

according to the moit auncient doitrine of the
Pythagoreans. cre.
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A Perfit Déscription of . the Caelestigl Orbes s . s S
according to the most aunsiente doctfine of the = De !l infinito, universo e mondi
Pythagoreans, latelye revived by Copernic®4 = |



S ASTRONOMIZR,
uodam conclufum & circumicn,
ntis complexu, Tellts nofirg
S
mprehend

TEHMENTHIIE ?
um vadigue Gmiliter effec confita ftele

agentes,nec @uodccim (quotangu-
) poflent cfle omines usdem 2n0-

1is : fuccedentes his haud mule

licatam proxima-

2 fic conlequentes fem-

am appareant parva, utvis
urari : quzigiturdus

gius, duplo & triploappae
ualibus ipfis yeris magnitucs
aibw

-~ .Johannes Kepler : ,
* * ‘Epitomé de ’astronomie : . s
(1621) :
+

. -. Copernicienne

‘
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ace est fini



Galilée 2
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. « Il est encore non .
“décidé (etije crois
que cela le restera
toujours pour la
science humaine)’si -
I’'Univers est fini ou

dnfini.» . 7 A

+ ' d

Dlalogue sur Ie§ gr'ands 41 .
systémes du monde (1632) - |



Systéme du monde de Descartes



PHILOSOPHI A
. NATURALIS

PRINCIPIA
# M | MATHEMATICA

; t ’ Autore T S. NEWTON, Trin. Coll. Cantab. Soc. Mathefeos
S5 Profeflore Lucafiano, & Societatis Regalis Sodali.

... IMPRIMA TUR:
T S. PEPYS, RegSe. PRAESES
- Fulii 5. 1686,

LONDINIE

Juffi Societatis Regie ac Typis Fofephi Streater. Proftat apud
plures Bibliopolas. Ame MDCLXXXVIL

|
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. Principia.... (1687)






mi Par'ad_ox“e:de Ia" huithoir_e (Olbe_rs'.};" '

. L
: . Le temps"
o - .., estfini!

EUREKA " .

*esT avec une humilité non affectée, — g : p L
cest méme avec un sentiment d’effroi, ’ :

— que J'écris la phrase d'ouverture de

.
cet ouvrage; car de tous les sujets inmg‘innl)les‘ . i,

celui que joffre au lecteur est le plus solennel ,

le plus vaste, le plus difficile, le plus auguste.

. . ’ .
1 3 .

+ Edgg Poe, Eureka
e F R (18



Paradoxe de la duplication

Louis-Auguste Blanqui (1871)

« Chaque terre, contenant une de ces collectivités humaines
particulieres, résultat de modifications incessantes, doit se
répéter des milliards de fois, pour faire face aux nécessités de
I” infini. De la des milliards de terres, absolument sosies,
personnel et matériel, ot pas un fétu ne varie, soit en temps,
soit en lieu, ni d’ un millieme de seconde, ni d’un fil d” araignée.
[...] Ainsi, par la grdce de sa planete, chaque homme possede
dans | étendue un nombre sans fin de doublures qui vivent sa
vie, absolument telle qu’ il la vit lui-méme. Il est infini et éternel
dans la personne d’ autres lui-méme, non seulement de son age
actuel, mais de tous ses dges. Il a simultanément, par milliards,
a chaque seconde pr'esen’re des sosies qui naissent, d” autres qui
meurent, d’ autres dont I’ dge s’ échelonne, de seconde en
seconde, depuis sa haissance jusqu’ a sa mort. »
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XIXe s. : Géomeétries Non-euclidiennes

Courbure
Positive

A+Ba+C>180°

Gauss (1848) / A / / / COI'.I\;“t;;.Ir‘e
2 x ulle

A A A
A+B+C=180°

Courbure
Négative

Lobatchevski
(1829)

N.l. Lobatchevski A ) :
1793 - 1856 A+6+C<180



L'hypersphere de Riemann :
un espace fini sans bord

Sphere = Surface (2D)
d’ un volume (3D) —> Hypersphére
sphérique

Volume fini, sans bord!



XIX¢ s. : Topologie

‘‘‘‘‘‘

Pe ¢P
P
y —) a
v c
b b
Qe ¢ Q
1Q
pe :.‘
a2+ b?=c? a? +b?=c2 2+b?=

Plan Cylindre Tore plat




Tore plat : espace fini sans bord




(a) espace sans gravitation

(b) espace avec gravitation




Kant vs. Einstein ...

KANT (1781)

Aucune observation
ne saurait confirmer
la these de la
cosmologie
rationnelle, dont
I’objet dépasse toute
experience possible

EINSTEIN (1921)

La question de savoir si le
monde est spatialement fin1 ou
non me parait etre une
question qui a un sens en
geometrie pratique. Il ne me
semble méme pas exclu que
I’astronomie trouve une
réponse a cette question dans

un avenir relativement proche




Einstein, Mach et la
finitude de 1’espace

« Je ne voudrais pas manquer de rappeler qu’on peut avancer une
raison théorique en faveur de I’hypothese de la finitude de ['univers.
La théorie de la relativité générale nous apprend que [’inertie d’un
corps déterminé est d’autant plus grande qu’il y a plus de masses
pondérables dans son voisinage ; il semble donc parfaitement naturel
d’attribuer [’effet d’inertie total d’un corps a l’interaction entre
celui-ci et les autres corps de 'univers ; de méme que la pesanteur
est, depuis Newton, entierement attribuée a une interaction des corps
entre eux. On peut déduire des équations de la théorie de la relativité
générale que cette explication de l’inertie par la seule interaction
entre les masses — telle que par exemple Ernst Mach [’appelait de ses
vaeux — suppose nécessairement un univers spatialement fini. »



. L'a' r"né‘tri'qu.'e.' d_.é |"'espac.témp sne:
- détermine pas sts propriétés gjobales
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Quelle est la taille et |a
forme de I'espace ?

G G G

. , L—Forizom
Horizon Horizon /

( 7 \G‘)

6\\ G /

\/
Hypothese 1 Hypothese 2 Hypothese 3
L’ univers est infini L’ univers est fini L’ univers est fini
aivers est i (sans bord) mais (sans bord) et plus
plus grand que petit que I’ univers

I’ univers visible visible




Effet de mirage topologique

® -5

~

Espace réel

horizon L'univers observable
est I'espace de
revetement universel
(ou un sous-ensemble
délimité par
I” horizon)







Espace
euclidien
hypertorique




Espace
sphérique
dodécaédrique
de Poincaré




7

Espace
hyperbolique
dodécaédrique

de Seifert-Weber




Recherche des mirages topologiques

Premieres
images
fantdmes a
zZ~72

Espace de Poincaré

ST
04 0,6

Distanca/n

P
08

Données 3D (0,9,z)
(galaxies, amas)

Cristallographie
Cosmique

Données 2D (CMB)
ST/T(B.9) 2z ~ 1100

Analyse
statistique des
anisotropies



Espace Dodécaédrique de Poincaré

Univers
« ballon de football »

Luminet et al.
Nature (2003)
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Echelle spatiale

Modeles de big bang

ouvert

maintenant 3

Passé ?

>
big-bEng big-crunch
temps >




e modele standard (ACDM)

Courbure ~0
Energie sombre ~68%

Matiere ~32%

Expansion

7

Expansion
ralentie

14

Expansion
accélérée

Supernovae
lointaines

Superr‘iova
la plus
lointaine

5 O (aujourd'hui)

Big Blang

Temps (milliards d'années)

i
o

lll]lllllllll]llll[l]‘l

Ll

Accelerated
Expansion

| .

\
X

Decelerated
Expansion

lllllllll

|

Expansion-
contraction

Ll L 1

I

2,0



Futur de 'univers: .
fini ou infini ? | Bcre

CONSTANT
DARK ENERGY

BI1G CRUNCH

SCALE OF THE UNIVERSE

I
PRESENT FUTURE

TIME




Modele Standard du
Big Bang

iny fraction —= =
of a second

o 4%
o P
R o odd
e

(courbure, densité, 380,000 e
température years

infinies...) 1as ST e
billion N X .
years
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Tr'l’l’ll )S

Singularité

(courbure 1nfinie)

Etoile

EFFONDREMENT e
GRAVITATIONNEL PLONGEMENT







. a matiere est-elle divisible a I'infini ?

10° cm Atome

Noyau
= protons g 8
+ neutrons ' Electron
Aristote:
OU| " cm  Quarks

Atomistes, physique moderne:
NON



Mais...
en théorie quantique des champs les
particules élementaires (€lectrons,
quarks) sont assimilées a des points

e-

Probleme : divergences
Y

Diagrammes de Feynman

Solution : renormalisation



problemes d’infinis en physique
(singularités)

* Big Bang Gravitation

e Trou noir (effondrement gravitationnel)

* particules Physique quantique
élémentaires (renormalisation)
ponctuelles

=> Nécessité d’une théorie de gravité quantique ?



Relativite Meécanique
Générale quantique

9!
|
x-
\'

ihd/ot|W>=H|¥>

uv uv
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Pourqu0| b
une wsmn unlflee 2
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Unification des interactions fondamentales

.

empérature 1
LYK

Temps
) . & 2058
10" ans —— aujourd'hui

3000 K 6
10 ans —— rayonnement

cosmologique

gravitation

100 sec —4— nucléosynthése

interaction forte| »

-6 . . b 3
10 sec —4— formation des : "L "

Modele S;randar'd |

Interaction faible| w

]JI'()H)I?.\‘."Il(’llfl'()ll.s

( electromagnetisme| n

= découplage
électrofaible

électrofaible

¢

sec —— inflation ?
2. découplage

électrofort

i1
o wm NY de Planck

-

ére quantique

Limites de la .
“physique
(ere de Planck)

quantique GUT




Solutions ?

,Réd,uir'.e lg Réduire la
géométrie a la matiére d la
matiere géométrie
Cordes Gravite
branes gquantique a

théorie M boucles



Théorie des cordes

cordes ouvertes

taille ~10-33 cm

cordes fermées

B (255,



Un multivers ?

Théorie des cordes: Etats du vide :
Dimensions supplémentaires 10°99 solutions

open strings

= gauge interactions Stable

Parameter 2 vacuum

&

1

closed strings
= gravity

Energy

Parameter1




Le paysage cosmique : | 10°% univers!

) |




Théorie des boucles (LQG)

Atomes d'espace : vol ~ 10-°° cm3

Formalisme mathématique : Réseaux de spins



L- ........... . o R R L {
a 5 aujourd’hui e
- &y -
- - -
limites de I"'Univers
observable
o B -
. ’ -
a parcours
E- & o 0 des galaxies
espace ‘ ________________
Big Bang

Gravité classique:

Gravité quantique:



1073 secondes
Rayonnement cosmologique fossile

o 16
Un avant big-bang Prarmiteen patonis
GRAND REBOND .
i *_“
{‘
2
*..
',;
‘ T : I
| T T ' §
SEsESRENLsaN i
i_;‘
1038 seconde
Inflation quantique "
107 secondes

Aujourd'hui



L'espace et le temps sont-ils
divisibles a l'infini ?

* Physique Classique * Théorie des boucles
 Relativité Générale « Géometrie non-commutative
« Mécanique Quantique * Théorie des causets
» Théorie des Cordes :
OUl NON
(espace-temps de fond

(espace-temps de fond

S discret)



Comment un cerveau fini peut-il penser | infini ?



Z Deux choses sont infinies : 'univers et la

wm=w  DEtise humaine.. Pour lunivers, je n’en
1M

suis pas encore tout a fait sur...
Albert Einstein
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