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Un petit peu de mathématiques...

Un groupe = ensemble d’éléments et une opération.

Une représentation = (ρ,E )

Par exemple : SO(3)

Dj = {|j ,m〉 ;−j ≤ m ≤ j}, j = 0, 1/2, 1...

Différentes représentations pour un même groupe !
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Particules élémentaires : symétries de l’espace-temps

Translations, rotations, transformations de Lorentz = groupe de
Poincaré iSO(1,3).

Système élémentaire décrit par |Ψ〉...

→ H = {U(g) |Ψ〉 ; g ∈ iSO(1, 3)} = une représentation de iSO(1,3)

Différentes particules
élémentaires : différentes représentations !
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Particules élémentaires : représentations

Opérateur de Casimir de iSO(1,3) : PµP
µ ⇒ représentations avec :

pµp
µ > 0 particule massive

pµp
µ = 0, p0 6= 0 particule non massive

pµp
µ = 0, p0 = 0 rien...

pµp
µ < 0 tachyon

Petit groupe = {W ∈ SO(1, 3);W µ
νk

ν = kµ}.

Représentations du petit groupe → représentations du groupe de
Poincaré.
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Particules élémentaires : petits groupes

Particules massives : SO(3).

PµP
µ = m2

WµW
µ = −m2J2 = −ms(s + 1).

⇒ particules caractérisées par leur masse et leur spin.

Particules de masse nulle : SO(2)

valeur propre h ∈ N/2 : l’hélicité.
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Equations relativistes

Π(∂,m, g)Ψ(x) = 0.

I représentation triviale : g = 1

(∂µ∂µ + m2)Ψ(x) = 0 Klein-Gordon

I représentation spinorielle : g = γ

(iγµ∂
µ −m)Ψ(x) = 0 Dirac

I représentation vectorielle : g = (Jµν)αβ = ηµβδ
α
ν − ηνβδαµ

∂µ(∂µAα − ∂αAµ) + m2Aα = 0 Proca/Maxwell
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Symétries de jauge

Ψ→ U(x)Ψ

Dérivée covariante : Dµ = ∂µ − igAµ

⇒ A′
µ = UAµU

† − i
g (∂µU)U†

Groupe de jauge du Modèle Standard : SU(3)× SU(2)× U(1)

Lagrangien :

L = −1

4
FµνF

µν +
i

2
[Ψ̄γµDµΨ− (DµΨ̄)γµΨ]−mΨ̄Ψ = L0 + Lint

avec
L0 = i

2 (Ψ̄γµ∂µΨ− (∂µΨ̄)γµΨ)−mΨ̄Ψ + (∂µAν − ∂νAµ)2

Lint = g
2 (Ψ̄γµAµΨ− AµΨ̄γµΨ)− g [(∂µAν − ∂νAµ)(AµaAνbfab

cTc)

+(Aa
µA

b
ν fab

cTc)(∂µAν − ∂νAµ)] + g2(Aa
µA

b
ν fab

cTc)2
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Remerciements à M.Rausch de Traubenberg pour sa large
contribution au succès de ce stage.

8 / 9
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